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Man merke wohl, daB zur Giiltigkeit dieser Formeln die Voraussetzung der
Differentiierbarkeit der Randwerte f(s) micht notig ist, die Integrale haben
ja auch eine Bedeutung bei stetigem f(s). Es bedeutet df(s) nur die Ande-
rung von f(s) auf dem Tlement ds. Jetzt haben wir ein Potential der ein-
fachen Schicht

7o) = [ log 2 du®),

welches im Unendlichen reguldr ist, fir das also f du(s)=0, zu bestimmen,
dessen konjugiertes Potential 7 gleich ist dem Potential . Das zu V kon-
jugierte Potential ¥ (p) lautet

V(p)= —fa.rctg =, du(s),

Y
x—

oder nach partieller Integration, wenn noch eine Konstante weggelassen wird,
7 (p) =fp(6)%arctg%€—i‘i- de. _
Dieses Potential ist ein Potential der doppelten Schicht und hat als solches
am Randpunkte s einen Sprung gemsB der Gleichung
T(s*) — V(™) = 2mu(s)-

Dieser Sprung muf dem Sprung U(s+) — U(s™) gleichkommen. Dieser fin-
det sich aber aus (82) leicht. Die beiden Darstellungen fir U sind ja, wie
der Ausdruck (81) fiir B(pe) zeigt, Potentiale der einfachen Schicht und als
solche am Rande stetig, so dad man, um den Randwert in s zu finden, direks

p = s eingetzen kann. Dann findet man aber fiir den Sprung U(s%) — U(s7)
die GrtBe

D) — (&) = — L [18+66) + 8- (64 (®)-

Die verlangte Gleichheit der linken Seite in dieser Gleichung mit 2zy(s)
gibt den Wert von u(s) \

u(s) = — 7z [ 16+ (s9) + B~(sIf(@).

Von den Funktionen G*(se) und ®—(s6) wird in der Folge noch das Sym-
metriegesetz &(s6) = &(09) bewiesen werden.
Sehreiben wir die Randfunktionen @*(s6) und ©~(so) noch her:

Gt (se) = —logr,, —-flogrw : ;—Biﬁ(ﬁﬂ)dﬁ — I'(s)

G- (s6) = —logr,, —1—] logr,e - %%(Bs}dﬂ — I'(s),

setzen ferner

(83)

(84) A(56) = — == 18+ (s6) + &~ (s9)]-

2m?
Wegen der Symmetrie der beiden Funktionen &(so) gilt
A(se) = A(65). '

Wir kénnen jetzt das Resultat im folgenden Satze angeben:

N, 6
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Ist f(s) irgendeine gegebene, jedoch auf dem gamzen Ramde stetige Fumk-
tion, damm bestimme man aus der Gleichung

(35) u(s) = 4(s0) - f(o),

in der die Integration sich iiber die gamze Beramdumg erstrecki und worin
A(s6) die durch (84) und (83) definierte in s und & symmetrische Funktion
ist, welche von f(s) nicht abhingt, die Funktion w(s), dann hat das Potential
der einfachen Schicht y )

(86) 7(5) = flog -1 - du(s)

am Rande (sowokl am inneren als am Guferen), die Randwerte f(s) bis auf
eine additive Konstante, nimlich die Neumannsche Konvergenzkonstante. Das
Potential V(p) ist im Unendlichen regulinr.

DaB der konstante Unterschied gerade die Neumannsche Konstante ist,
kann man aus dem Umstande erschlieBen, daB ¥7(p) ein im Unendlichen
regulires und verschwindendes Potential ist, wie jenes Potential der Doppel-
schicht im AuBengebiete, das die Randwerte auch nur bis auf einen kon-
stanten Unterschied, die Neumannsche Konstante darstelllt. DBeide Dar-
stellungen miissen im AuBengebiete nach dem zweiten Satze auf Seite 40
miteinander iibereinstimmen.

Man beachte wohl dieses merkwiirdige Resultat. Wir haben in A(s6)
eine Randfunktion, die symmetrisch von zwei Kurvenpunkten s¢ abhingt
und das Randwertproblem im Innen- und im AuBengebiete mit einem Schlage
16st. Die Losung ist in der Tat in der Form eines Potentiales der einfachen
Schicht gelungen, was aber niemals méglich gewesen wire, wenn man die
alte Definition des Potentiales V(p) zugrunde gelegt hitte. Die Art der
Entstehung von p(s) aus f(s) zeigt doch deutlich, daf von einer Differen-
tilerbarkeit von w(s) also von der Existenz normaler Ableitungen des ¥ im
allgemeinen nicht die Rede sein kann. Es kommt nur darauf an, daB w(s)
eine stetige Funktion des Randpunktes s ist, also dem Integrale (86) einen
wohldefinierten Wert erteilt. Das Verschwinden der Masse von V{(p)

(d. hf du(s) = O) ist eine Folge der Stetigkeit von p(s). Man kénnte nun
aber fragen, ob denn die Darstellung des w(s) ‘

u(s) = 4(s0)af(s)
zu einer stetigen Funktion fiihrt. Dies beantwortet sich leicht durch ein
Durchgehen der Herleitung in der Weise, daB die Stetigkeit wirklich be-

steht, sobald nur 4
Srog 2 arte)

eine stetige Funktion von ¢ ist. (Siehe die Bedeutung der ®(s¢) in den
Gleichungen (81) oder (83).) Dieses letzte Integral ist aber der Randwert
eines Potentials der einfachen Schicht mit dem Massenelement df(s). Wie
bereits beim Potential der einfachen Schicht auf 8. 21 hervorgehoben wurde,
sind die zur Stetigkeit von ¥ notigen Anforderungen an die Stetigkeit der
Funktion f(s) &uBerst geringe.
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§ 41.
Beispiel: Ellipse.

Die im vorigen Paragraphen aufgestellte Funktion 4(s6) soll aun fiir
die Ellipse berechnet werden. Hs handelt sich zungichst um die Bestimmung
der Punktionen @+(s6) und ®~(s6), die durch die Gleichungen (83) de-
finiert sind.

Auf Seite 72 fanden wir

logr,, = log (4 + B) | sin 2

) = g_”

5 \ — = cos (s + o)
1

und auf Seite 89

B(eb) = “2%(1 smn(@-i—a)+ Zna 2")smam(ﬂ—ﬁ)

Die Integrale f logr,aa—é%(aﬂjdﬁ und f log ?,ga—ﬁ—ﬁi(ﬂﬁ)de sind zu bilden.

Man berticksichtige die fiir alle von Null verschiedenen s — @ richtige Ent-
wicklung

logl2smv N——Zﬂcosu(s—ﬂ),
so daB man unter dem Integral setzen kann
— log 7o = ——lgA-"B —I—Z-—cosn(s —0) —E—E cosn(s + 6).

Die Ausfihrung der Integration fihrt auf die Relhen*)

-

d 3
—flogr,g-%iﬁ(ﬁlﬂ)d3#2za{?q:&m cosn(s—e)+ f((l +g2n) cosn(s+ 6)
y 1

+flogr,g-g§§13(96)d9= mz -q;:i cos n(s+ 6).
1
Addiert man dazu — logr,, — I', so bekommt man™¥)

Gt(se)= —log2‘ m—ﬂ\+22%(1 cosn(s 6)+22n(1 qgu)cosn(s+6)
@i‘(sﬁ)=——1og2%sm—2— :
Bei Einfiihrung folgender zwei elliptischen 9-Funktionen

8(2) = 1 — 2gcos 2@ + 2¢* cos 4z — 2¢° cos B =
'3‘1(91‘:) v 2VE.SiH$— QW'S]:H 3z + 2'#/?5-31115{5 =

*) Man erkennt leicht, daB das Unendlichwerden fir s=g¢ die Integration
nicht stort.

## Das Leiterpotential I'(p) hat hier den Randwert — log %—E , siehe § 30.

.

o TR W

o o~ g

py e

A
A
-
]
K]
i
]




96 IV. AsscaxITT.

g

s

L\S’f schreiben sich die ®*(se) und ®~(se) einfacher

g

"‘* G*(s6) = — log ‘ 8y s—;—g -9 (s 'g 6) 4 const.

e L
Hat

10
3

@‘(sc)=—10g2lsins"2'6%- bt

“

Auf eine additive Konstante kommt es bei der Bestimmung von A(se)
nicht an.
Man bekommt demnach fiir 4(s¢) den Ausdruck

(s0) = giabogein (50,59 - 2 (£):

In dieser Form, aus der die Symmetrie klar hervortritt, ist das Resultat
wohl als ein sehr einfaches zu bezeichnen. In Reihenform hitte man fiir
A(s6) den Ausdruck

A(se =${log2|sinsﬁ:é_—6’ —ng;%ﬁ)— cosn (s — o) _jﬁﬁ%ﬁ cosn(s+6)]
1 L,

oder wenn man die Reihe fiir log2.sin s—';f1 berticksichtigt

A(s6)=— %{ZWGOSM(S—@ +ij’—j—qg—"}cosn(s+ 6)}
1 1

bzw.

1 = COSNS COSNG = sinns sinne
"(36)=_?{Z wd— ) +2 e )

Diese Reihenentwicklung konvergiert, solange nicht s =g isf, in welchem
Falle 4(s6) logarithmisch unendlich wird.

Die Richtigkeit der Losung bei der Ellipse ist jetzt leicht zu kontrol-
lieren. Machen wir zunichst die Annahme, es wirden die Randwerte f(s)

f(s) = Acosxzs -+ Bsinxs
vorgeschrieben sein, wobei z eine ganze Zahl =+ 0 ist. Man bekommt hier
2n
3f(s) = £(s) - ds und durch Auswertung von w(s) =f 4(s0)f (s)ds erscheint
0

(6) = Agnrs  Booexs
¢ zA+ ) w(i— 1)
so daB man als Dichtigkeit u'(¢) erhilt.

' wAdcosxs |, xBsinxe

FO=ZaFe T wa—e

Um sich jetzt das Potential der einfachen Schicht mit dieser Diehtig-
keit zu bilden, hat man logr,, in eine Reihe zu entwickeln. Die Reihen-
entwicklung ergibt sich als Realteil von log(z — z,) nach Seite 73.
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Die Bestimmung des Potentials V{p)

27
7() = [ log ;- - (0)do
% Pao

hat dann gar keine Schwierigkeiten. Man beachte, daf ¢ ==e¢~?¢ und bekommt

0 -+ e—#¢ ex0 —e—¥Q

R ey Acosus + ———

%00 — e~ "0

- Bsinzs im Innengebiete,

V(p) = ex@=9[ 4 cos xs + Bsinxs]

Man erkennt sofort fiir ¢ = g, die Ubereinstimmung dieser Werte mit
Acosxs + Bsinzs. Ein analoges Resultat wiirde sich fiir jede Fouriersche
Entwicklung der Randwerte ergeben. Aus dem soeben bewiesenen ergibt
sich unmittelbar, daB durch die Randwerte eines Potentials V jedes Glied
einer Fourierschen Reihe

f(s) = 4, —1—2(.&.[” cos %8 + B, sinxs)
z=1

im AuBengebiete.

bis auf das erste, d.h. 4,, genau dargestellt wird. Die Annahme konstanter
Randwerte 4, filut nun, wie sofort ersichtlich ist, auf ein identisch ver-
schwindendes Potential ¥, so daB also unsere Methode ein Potential der ein-
fachen Schicht gibt, welches die Randwerte

Z(A" cosxs + B, sinxs),
z=1

d h. F(s) — 4, besitzt. Nach § 30 S. 74 ist nun 4, genaun die Neumannsche
Konstante der Randwerte f(s), in Ubereinstimmung mit dem FErgebnisse
des § 40. Die aufgestellte Formel ist also richtig.

§ 42.
Das Symmetriegesetz der Funktion G(so).

Die in der bisherigen Entwicklung mit &(s6) bezeichnete Randfunktion
erfiillt, wie bereits angedeutet wurde, das Symmetriegesetz

G(s6) = B(os).

Wir hatten oben zwei Funktionen, die den folgenden (auf Null reduzierten)
Gleichungen entsprechen [GL (81) 8. 92]

@+ (p6) + I'(p) + logr,, -}—flogrpg -dig%%(s&) do =0.

&~ (po) + I'(p) + logrpumflogrps . & B(65)d0 = 0.

Da aber d d

$:(86) — = $,(06), H_,(00) = 55 B_.(09) = 15 Bi(s6)

ist, so sind die heiden Funktionen & Spezialfille ein und derselben von Z
abhiingigen Funktion ®(po), die der Gleichung geniigt:

o) & (po) + T(5) + logr,, — 4 flogres - $,(69)d0 =0

Plemelj: Potentialtheoretische Untersuchungen. T

e
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und zwar sind @*(ps) und @~ (ps) die Spezialfalle fiir 2=—1 baw. =+ 1
i Multipliziert man diese Gleichung mit m'(¢)de, so gibt die Integration
s wegen der Gleichungen (67b) S. 82, denen § geniigt,

5 (88) [G@e) ' (s)ds =0,

also fiir ®(po) die Neumannsche Konstante gleich Null. &(pe) ist, wie man
aus seiner Darstellung sofort erkennt, am Rande stetig. Lassen wir also in
: J (87) p zu einem Randpunkt s werden, multiplizieren dann die Gleichung mit
(i m'(s)ds und finden durch Integratien

‘ (88")  J®aym()ds=0.

Jetzt leiten wir das Symmetriegesetz ab. Dasselbe exgibt sich als Folge
der Symmetrie von logr;,, und der ersten daraus durch Neumannsche Ope-
ration hergeleiteten Randfunktion, die mit g(so) bezeichnet wurde. (Siehe

“ S. 28, GL (19).) :
N : Es ergab sich
P .; : g(se) = —Eflog'r_,e- h(66)d8 = g(6s) = é._ﬁogra, -h(86)d6.
'4 Nun gilt fir $(os) die Integralgleichung
" $(o5) — h(6s) + m'(6) + 4 [h(s6) H(85) 40 = O.
Wir multiplizieren diese Gleichung mit logr,, - d6 und integrieren
[logr,, B(es)de — I'+ [9(z6) — 1[3(v0) D (65)d6 | = 0.

5 Die KlammergroBe schreibt sich wegen der Symmetrie g(zs) = g(sz) so,
& daB man bekommt

. flogrw.@(ss) de — F—l—f[n-— logr,, + itﬁogr,,e@(sﬂ)dﬂ]k(m) de = 0.
R Die jetzige KlammergroBe ist aber ©(es) + I, so dab also:

?
Slogr,, $(o5)do + [ (as)h(o7) do = 0.
Daraus wegen (87) nach Multiplikation mit 2
(89) ®(rs) + '+ logr,, + 1 G(65) h(s7)do — 0.

Dies ist eine Integratiomsgleichung fiir ®(rs). Dieser geniigh aber auch
®(s7); denn multipliziert man sie mit $(z0)dv, integriert und hebt unter
dem Integral & heraus, so bekommt man

Slogr, (x6)ds +[ ®(a5)[H (0 6) + 4 [i(o7) p(z6)dz | de — 0.
In der Klammer steht i (68) — m'(¢), so daB wegen (88") erscheint
Slogr,,&(x6) dv +©(s5)h(s6)do = 0.
- Dies gibt wegen (87) und (89) direkt
‘ (90) G(s0) = ©(0s).
Das Symmetriegesetz 1Bt sich auch leicht berleiten, wenn man von der Ent-
£ wickelbarkeit von ,(f¢) in eine Potenzreihe nach A Gebrauch macht und




Diz ZUsAMMENEANGE zw. D. LOsUNGEN D. RANDWERTAUFPGABEN In Ixven- u. AvszexgerieTe. 99

in (87) einsetzt. Die Symmetrie ist dann eine Folge derselben Eigenschaft
aller aus log #,, sukzessive durch die Neumannsche Operation hergeleiteten
Randfunktionen. Diese erweist sich ihrerseits als Folge der Symmetrie von
logr,, und der ersten daraus abgeleiteten Funktion g{so).

§ 43

Die Funktion ®&(ps) hat eine selbstindige Bedeutung in dem Umstand
in einfacher Weise das Strémungsproblem zu losen.

Es sei z. B. die Aufgabe vorgelegt ein Potential der einfachen Schicht
V(p) zu bestimmen, welches das Problem

A+ -1 -5 =211 ()

Iost. Setzt man
Vip) =7 flogy - w(5)ds,
go geniigt u'(s), wie gezeigt, der Gleichung
w'() + 2 f1(s8) w (6)a0 = £(5).
Si(s6)ds = 1

ist, findet man durch Integration

(14 2) fw(s)ds =[F(s) ds,

und daraus, wenn 4 nicht = —1 ist, die Gesamtmasse — f p'(s)ds. Ware aber

Da

4 =—1, so hitte man — ‘3’—--— o (8t) =f'(s) und daraus durch Integration

f f'(s)ds == 0, da fiir jedes Potential f 7~ (st)ds =0 ist. In diesem Falle

muB also f'(s) der Bedingung [ f'(s) ds = O geniigen, wenn die Lsung tiber-
haupt existieren soll.

Nunmehr kénnen wir die Losung des Problems mit Hilfe der Funktion
®(ps) leicht bewerkstelligen. Multplizieren wir

®(ps) + I(p) + logr,, + 1 [ G(p6)h(685)d6 =0

mit w'(s)ds, integrieren und heben unter dem Integralzeichen die Funktion

G(p6) aus den beiden sie enthaltenden Gliedern heraus, so bekommen wir’

I(o) [ & ) ds + flogr,, - w'(s) ds+[® (20) [ (6) + 1 h(99)u'(s) ds |46 =0.
Die KlammergréBe ist /() und wir finden
~ flogr,, w()ds = L(w) [ () ds + [©(00)'(6) a6.
Die Losung V(p) ergibt sich also in der Form
Tw) = nl@) + L [Crorea,
wo mib mw% f ' (s) ds die Masse des Potentials ¥ bezeichnet wurde, die wir
vorhin aus f'(s) berechnet haben.

T:B
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B - 1 bekommt man das Problem fiir das Innengebiet, wobei
f(syds =0 sein mub. Da das Leiterpotential I'(p) im Innengebiete kon-
stant ist, auf eine Konstante es aber beim Problem '

=@
nicht ankommt, so hat man fiir das Innengebiet die Losung
V() =~ [ B @O @0
Fiir das AuBengebiet ist 4 =+ 1 zu sefzen und bekorumt fiir das Problem
AACOETHO)
V(o) = m () + ;[ © ) )26,

wobei die Masse m nach obigem sich leicht ergibt.
Wir fanden so, daB mit Hilfe der Randfunktionen ®X(ps) sich das

Stromungsproblem im AuBen- und Innengebiete 1osen Iaft, falls es tiberhaupt
lgsbar ist. Die Losbarkeit der Gleichung

@ (5) + 2 fh(s0)w (6) 40 = £(s)

ist hier vorausgesetzt worden. In der Tat 1iBt sich hier aber auch ohne
Fredholmsche Theorie leicht nachweisen, daf die erhaltenen Ausdriicke ¥V(p)
die Losung auch wirklich geben, sobald @(ps) die Gleichung (81} 8. 92
oder (89) befriedigh Man muB diese Verifikation machen, um nicht in den
Fehler zu verfallen, wie er leicht begangen wird, wenn man aus der Kenntnis
einer Greenschen Funktion die Losbarkeit der Aufgabe und die Form der
Losung erschlieBen will. Man tibersicht, da man die Losbarkeit schon vor-
ansgesetzt hat und nur unter dieser Voraussetzung hat man eine Darstellung
der Losung mit Hilfe der Greenschen Funktion aus der gegebemen Rand-
funkiion erhalten. Daraus folgt aber fir die Lisbarkeit des Problems gar
nichts, denn es kionnte ja der Ausdruck, den man erhalten hat, irgend etwas
ergeben, und nicht die Losung, falls solche nicht existieren wiirde.  Man
muf also betonen, dap aus der Ewxistens, etwa aus der Kenninis der Greenschen
Funktion noch gar wichts wber die Lisbarkeit der Randwerlaufgabe ausgesagt
ist, es bleibt dann immer noch die Schwierigkeit der Verifikation der Green-
schen Darstellung, welche aber sofort entfillt, wemnn von anderer Seite die
Lsbarkeit des Randwertproblems feststeht.

Die Funktionen ®(s¢), die im vorigen Parapraph eine so ausschlag-
gebende Rolle gespielt haben, erweisen sich also als Randwerte jener Funk-
tionen, die die Stromungsprobleme l5sen. Die hier mit ®(» $) bezeichneten
Funktionen wurden in anderer Weise zuerst von F. Newmann eingefiihrt und
erhielten von ihm den Namen charakteristische Fumktion®.

die Liosung




