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XII Vorwonrr.

so konvergiert die Folge von Funktionen
h(ss), h.(6s), hy(6s), hy(as), ...

gegen einen von § nicht abhingigen Wert m'(e), die natiirliche Belegung.
Bildet man aber analog aus irgendeiner wenigstens in Stiicken stetigen
Funktion f(s) die Neumannsche Folge

11(8); 12(8); £5(5); -y

so konvergiert diese gegen eine Konstante N (Neumannsche Konvergenz-
konstante). Die letzte Folge ergibt sich aber aus der ersten durch glied-
weise Multiplikation mit f(¢)de und Integration, d.h. es ist

f.(s) =ff(o‘)kx(68)d6, wobei hy(as) = h(es)
N = [f(e)m'(6)ds.

Diese Art der Bestimmung von f,(s) erfordert nur eine erlaubte Ver-
tauschung der Integrationsfolge.

Bekanntlich erhélt man die Belegungen eines Potential W mit den Rand-
werten f(s) durch die konvergenten Reihen

+ [f(s) — N1 = [fi(s) — N] + [Aa(s) — N1 —[fs(s) = N1 + ---,
so daB also sowohl die Reihe

B TS N G S e - A
als auc.
(b) ~[12(8) = N] = [fu(s) = N1 = [fs(s) — N] — -

konvergiert. Die erste dieser Reihen ergibt sich aus der analogen kon-
vergenten Reihe

()  [h(os) — w ()] + [hy(65) — ' (6)] + [hy(os) — m(6)] + -

. durch Multiplikation mit f(6)de und Integration, die zweite durch Multi-

plikation mit f;(¢)de und Integration. Die Reihe (¢) 16st uns also das -
Problem sowohl fiir das Innengebiet als fir das AuBengebiet. Bezeichnet
man mit 8(es) den Wert von (c), so ergibt sich der Wert von (a) in der
Form — ff(ﬁ)@(ﬁs}dﬁ und der von (b) durch — ffi(cr)@(ﬁs)da'. Durch Ad-
dition und Subtraktion von (a) und (b) bekommt man aber bis auf das erste
Glied 4 [f(s) — N] bekanntlich die gesuchten Belegungen zweier Potentiale w,
deren eines die Randwerte f(s) am Innenrande, das andere am AuBenrande
bis auf die Neumannsche Konstante N darstellt. Der §32 bringt eine andere
Herleitung dieses Resultates. Die Funktion R(o's) ist beim Kreise gleich Null,
hat aber auch bei der Ellipse einen sehr einfachen Wert.

Die vorliegende Art der Reduktion des Problems auf die Bestimmung
einer einzigen Randfunktion gelingt gleichm#fig beim logarithmischen und
dem Newtonschen Potential.
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Der § 33 gibt uns eine andere Losung der Frage, die zwar nur im Falle
des logarithmischen Potentiales besteht, dafiir aber einen weit tieferen Ein-
blick in die hier herrschenden Verhiltnisse gewihrt. Der Hauptsache nach
handelt es sich hierbei um folgendes:

Die Randfunktion, die im Mittelpunkt der bisherigen Betrachtung steht,

ist §,(es), wofiir die Reihe
:(95) = [h(05) — W' ()] — Al (85) — w'(6)] + *[hy(65) — ' (6)] — ---

gilt, die tiber den Einheitskreis des 1 hinaus konvergiert. Wie gesagt, ent-
sprechen 4 = + 1 den Problemen fir das Innengebiet bezw. fir das AuBen-
gebiet. Nun ist aber im Falle des logarithmischen Potentials h(ss) die Ab-

leitung einer symmetrischen Funktion ’%arctgg‘-%i" , d. h. es ist
8 a

Es liegt nun die Frage nahe, wie die Funktion 1autet, deren Ableitung
nach ¢ die Funktion $,(¢s) ist. Zu diesem Zwecke hat man zu seizen

a
m(e) = fm’(s)ds, so daB also dm(s) das Massenelement der natiirlichen Ver-
]
teillung, d. h. m'(s)ds wird. Setzt man dann
fay t Yo — Yy
p(05) = ~ arctg 2y —w, — M(0) —m(s),

so ist diese Funktion nicht nur symmetrisch, sondern auf der ganzen Be-
randung endlich und stetig und kehrt nach einem Umlauf irgendeines der
Punkte 6, s um die Kurve zam Ausgangswert zuriick, was bei ’% arctg ZLEZ‘!
nicht der Fall ist, denn diese Funktion nimmt, wie m(s), dabei um Eins zu.
_Die Ableitung von p(6s) nach ¢ ist h(os) — m’(¢). Bildet man sich aus
p(6s) die Neumannsche Funktionenfolge p(as), p,(es), p,(6s), ... so kon-
vergiert sie, wie leicht zu zeigen, gegen einen sowohl von o als von s un-
abhingigen also konstanten Wert, den man gleich Null annehmen kann, da

bei der Bildung der Massenfunktion m (o) — fm'(o‘)dﬂ der Ausgangspunkt g,

Go
der Zihlung noch willkiirlich war. Nach dieser Normierung ist p(es) voll-
kommen eindeutig festgelegt und die im selben Bereich, wie jene von §,(es),
konvergente Reihe

P1(95) = p(95) — Ap,(65) + 42, (05) — -+ DS
gibt die Funktion, deren Ableitung nach & gerade §,(65) ist; d. h. es ist
: .
Dalos) = 7 Bu(os).
Es sei bemerkt, daB die Funktion $(6s) durchaus endlich und stetig ist.




RN

_“\_? B W ¥

N
M
B
’
A

&

:.“_‘
l“

XIv Vorworr.

Die Symmetric der Funktion p(es) ibertrigt sich nun auf P,(es) in
folgender merkwiirdiger Form

PB_,(s6) = B,(e9).

Die Herleitung dieses eigentiimlichen Symmetriegesetzes ist eines der
wichtigsten Ergebnisse dieser Schrift. Hs folgt aus dem Gesetze fiir A — 4 1
sofort, daB wenn die Randfunktion P(¢s) das Randwertproblem im Innen-
gebiete 18st, in ganz analoger Weise (s¢) die Losung fiir das AuBen-
gebiet gibt. Wie einfach die beiden Ldsungen sind, ergibt sich aus den
Gleichungen (76) 8. 84. Die Potentiale

Ulp) = ;iwff(ﬂ) jﬁ {a.rc gdo Y — zm(e) —f?ﬁ (o a)de arctg * yg dﬂ} de

und
Ulp) =~ Mff(ﬁ)dd aac{;gyo e ¥ wm(e) —}-fSB C] 6)%- a.rctoryg ydel

haben die vorgeschriebenen Randwerte f(s), das erste am Innenrande, das
zweite am AuBenrande. Diese Darstellung hat augenscheinlich auch die be-
reits friiher betonte Form, von der speziellen Wahl des Parameters, der den
Bogen miBt, unabhingig zu sein.

Das obige Symmetriegesetz B_,(s6) = B,(as) sagt uns aber noch mehr
aus. Aus ihm folgt, daB die singuliren 1-Werte, welche ja einfache Pole
von %, (6s) sind (§ 24), symmetrisch in der reellen i-Achse vom Nullpunkte
aus liegen. Man kann diese Verhiltnisse auf die sogenannten ,Fundamental-
funktionen® Poincarés iibertragen und kommt so zu bisher nicht bekannten
Ergebnissen. Die Bestimmung der Funktionen p(ss) und P(os) fir die
Ellipse findet sich im § 38, wo sich ergibt

2r—1_ _—i(g4s)

el
Eﬁ(ﬁ'&') ‘!“EB(SGJH——IOgH qgn._1 G+3(0‘+3)7

—i(s-—(r)

Blos) — P(se) = 10"1_[1 - q_J_,-(.:@:

Ly
so daB fiir den Kreis P(¢s) =0 ist.

3.

Der § 39 und 40 gibt eine gleichzeitige Losung des Randwertproblemes
fir das Innen- und Aufengebiet in der Form eines Potentials ¥ der einfachen
Sehicht. Man bekommt so das einzige existierende Potential, welches im Un-
endlichen regulér ist und dort verschwindet, am Rande aber die vorgegebenen
Werte f(s) bis auf eine additive Konstante annimmt. Die Hinzufiigung dieser
Konstanten zu ¥ gibt dann die genaue Losung beider Probleme. Die Form der
Losung ist genug merkwiirdig. Sié besteht im folgenden: Es gibt eine nur von
der Form des Gebietes abhiingige symmetrische Randfunktion 7 (s¢) — 4(6s),

die bei Anndherung der Randpunkte s und 6 gegeneinander wie ;1; logr,, un-
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endlich wichst. Es seien dann die tiberall stetigen Randwerte f(s) auf der
“Kurve gegeben Man bestimme die Funktion u(s) aus

#(5) =[4(s6)df(o)

durch Integration @ber den Rand. Die Bedeutung dieses Integrals ist bei
stetigem f(s) leicht erkenmtlich. Es braucht f(s) nicht differentiierbar zu
sein, ist das aber der Fall, so kann man df(6) =/ (6)de setzen. Das
obige Integral fiir u(s) gibt eine Funktion von s, die sich so verhalt, wie
der Randwert eines Potentials der einfachen Schicht mit dem Massenelement
df(6) — es wird also u(s) schon bei geringen Voraussetzungen iiber die
Stetigkeit von f(s) lings der Berandung stetig sein. Jetzt ist

V(p) = ﬁg—‘— - du(s)

* Jenes Potential der einfachen Schicht, welches die Randwerte f(s) bis auf

eine additive, nimlich die Neumannsche, Konstante hat. Aus diesem Para-
graph erkennt man mit besonderer Deutlichkeit die weit grifere Plastizitit
des Potential ¥ in der verallgemeinerten Form. Damit u(s) differentiierbar
wird, das Potential ¥ also schlieBlich die gewthnliche Form bekommt, sind
schon sehr starke Anforderungen an die Stetigkeit des f(s) notwendig. Diese
Darstellung wire ohne vorherige Verallgemeinerung des Potentiales ¥ der
einfachen Schicht nicht erreichbar gewesen. '

Die Bestimmung der Funktion A(se), welche also alles leistet, wird
dureh zwei Funktionen &*(s¢) und -(s6) vermittelt, die natiirlich beide
durch die obige Funktion §B(¢s) ausdriickbar sind. Die Funktionen ®(se)
erfilllen, wie im § 42 gezeigt wird, das Symmetriegesetz ®(s6) — G(ss),
welches sich ohne weiteres auf die Funktion A(s6) = A(6s) iibertrigt. Im
letzten § 43 wurde der Zusammenhang dieser Funktion ®(s¢) mit der so-
genannten ,,charakteristischen Funktion“ von Fr. Neumann erortert; dies fiihrt
auf das Strémungsproblem zuriick. j

In Anwendung der Funktion 4(s6) auf die Ellipse ergab sich das
einfache Resultat

A(s6) 1a%logsin(sgs)--&l(ags)-8(6—2}_8),
worin & (x) und &(x) zwei elliptische 9-Funktionen sind. Auf eine additive
Konstante kommt es bei 4(s6) nicht an. In diesem Falle war es auch
leicht die erhaltenen Resultate durch eine Verifikation zu bestitigen. [§ 41.]

Die letzte Darstellung wiirde sich wohl auch beim Newtonschen Poten-
tial durchfiihren lassen. Da aber gerade die Integration per partes, die den
Resultaten einen solchen Grad der Einfachheit verleiht, dort nicht anwend-
bar ist, sind im Newtonschen Falle die Verhiltnisse viel verwickelter. Ich
habe sie bei Seite gelassen. ‘

Ich hatte urspriinglich die Absicht noch einige den ,Fundamentalfank-
tionen“ Poincarés gewidmete Paragraphe hinzuzufiigen. Weil mir aber der
Zusammenhang mit der sonstigen Anlage der Arbeit ein zu loser erschien,
und ich die selbstindige Bedeutung dieser Funktionen nicht geniigend anzu-
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erkennen vermag, so habe ich es unterlassen. Wenn ich aber doch z B. in
der Arbeit gelegentlich mehrfach zusammenhingende Bereiche ins Auge faBte,
so geschah dies, weil dies durchaus keine Erschwerung der Verhiltnisse mit
sich brachte und sich diese Betrachtungen dem ganzen Plane der Unter-
suchung noch recht gut anpassen lieBen.

Wenn die Resultate des IIL. Abschnittes im groBen und ganzen auch
den bisherigen Methoden der Potentialtheorie zuginglich waren, und die
meisten Sitze, wenn auch beschwerlicher, doch abgeleitet werden konnten,
so sind die Ergebnisse des IV. Abschnittes ginzlich neu, dies sowohl in-
haltlich als methodisch. Von diesen Sitzen scheint mir insbesondere. das
Symmetriegesetz P_,(s6) = %,(65) noch manches Interessante zu bergen.

Der Einfachheit halber wurde die Berandung mit stetiger Normale und
endlicher Krimmung angenommen. Man konnte sich in manchen Punkten
von den Beschrinkungen befreien ohne der Strenge Abbruch zu tun. Die -
theoretischen Grundlagen, so besonders die Eigenschaften der Potentiale ¥V

und W — der Schliissel zu den weiteren Resultaten — lassen sich fiir

dulerst allgemeine Fille der Berandung strenge begriinden. Ich habe trotz-
dem von einer Verallgemeinerung, die doch nur Spezialfille erledigen wiirde,
Abstand genommen, in der Hoffnung, daB es jemand wohl gelingen diirfte,
durch eine einfache Uberlegung die Konvergenzsiitze zu verallgemeinern oder
gar fiir alle Fille, wo sie noch gelten, als richtig zu erweisen. Ich glaube
sogar, dab z. B. die K. Neumannsche Reihenentwickelung selbst dann noch
giiltig ist, wenn man von der gegebenen Berandung die Existenz einer Nor-
male nicht voraussetzt, also beiliufig physikalisch gesprochen, der Begrenzung
eine unendlich feine Rauhigkeit gestattet. Die Bedeutung der Integrale ¥
und W und ihre hier in Frage kommenden Eigenschaften bleiben ungehindert
aufrecht erhalten. In der Erledigung der vorliegenden Frage sehe ich eines
der wichtigsten Ziele der modernen Potentialtheorie.

Beendet den 18. November 1910.
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Efster Abschnitt.
Die Grundlagen der Potentialtheorie.

&4
Einleitung,

Die Einftthrung des Potentialbegriffes in die Mathematik hat seinen
Ursprung in einer Bemerkung Lagranges, wonach die Komponenten einer
nach dem Newtonschen Anziehungsgesetz erfolgenden KraftiuBerung als par-
tielle Ableitungen einer einzigen Funktion in jener Richtung, nach der die
Komponente zielt, sich darstellen lassen. Diese eine Funktion hat den
Namen Potential erhalten.

Wird ein Punkt p mit den Koordinaten (%, y, £) und der Masse m
von den Punkten p,, p, ... P,, deren Koordinaten der Reihe nach mit
@15 91, 205 (%3, %, %) - -+ (s Yy 4,) und die Massen mit My, My ... M, be-

zeichnet werden mégen, nach dem Newtonschen Gesebze angezogen, so lautet
das Potential ¥ (p)
S O T L
) V) os ' Bt T Tpp,’
wenn mit 7,, die Entfernung zweier Punkte d. h.

Ypp, = V(m o, xz)ﬂ + (y i yz)z e (E ' zx)ﬂ
bezeichnet wird. Die Kraftkomponenten X, ¥, Z in den Richtungen der
%-, y- und z-Achse nehmen die einfache Form an ;
=
X:——mg—g, Ym—m%;—?, Zm—mg-:—r-

Dasselbe Wirkungsgesetz wurde nicht nur bei der Bewegung materieller
Massen, sondern auch in anderen Gebisten der Physik (Magnetismus, Elek-
trizitit) vorgefunden. Es ergeben sich dabei in der Regel sogar solche Fille,
wo die wirkenden Massen mnicht punktweise auftreten, sondern in ihrer Ge-
samtheit ganze Raumteile oder wirkende Flichen ausmachen. Es liegt nahe
die Formel (1) diesem Falle anzupassen. Bezeichnet man mit dy, die Masse,

die in einem Element ds um den Punkt s vorkommt, so wird man das
Potential ¥(p) durch

) Vip) = [2e

Tps

ersetzen und die Integration iber den Raumteil oder Flachenstiick erstrecken,

wo die Massen liegen. Die Form der Kraftkomponenten bleibt umgesndert.

Plemalj: Potentialtheoretische Untersuchungen.

i
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Die Darstellung der Kraftkomponenten durch das Potential hat eine
sehr wesentliche Vereinfachung der Formeln nach sich gezogen, da nunmehr
statt dreier von der Richtung abhingender GroBen eine einzige skalare Funk-
tion ausreicht; der Hauptteil der Bedeutung des Potentials fiir die Physik
liegt aber in seinem innigen Zusammenhang mit der Energie, einem Begriff,
der die ganze moderne Naturforschung beherrscht.

Die reziproke Distanz 9—%; der Punkte p und ¢ geniigt der sogenannten

sLaplaceschen Differentialgleichung®
ST 0 otV

il T T

und zwar unsbhiingig von der Lage des Punktes ¢, der nur von p = (z, ¥, 2)
verschieden sein muB. Diesem Umstande ist es zu verdanken, daf auch das
Potential (1) oder (1) dieselbe Gleichung befriedigt, wenn nur der Punkt p
von den anziehenden Massen eine angebbare Entfernung hat. Dies folgt aus
der Differentiierbarkeit unter dem Integralzeichen.

Die Laplacesche Differentialgleichung trifft man in fast allen Gebieten
der Physik an, z. B. in der Wirmelejitungslehre, Hydrodynamik, Elastizitéts-
theorie, also in Gebieten, wo ein Zusammenhang mit Newtons Gravitations-
gesetz nicht erkenntlich ist.

Behandelt man aber schon die Differentialgleichung
; R G R T
(2a) ke 7 ¥ Ta 0,
so wird man wohl bestrebt sein, wenn nicht vorher, doch wenigstens gleich-
zeitig eine Theorie der Differentialgleichung

T
(2b) 72 -+ .7 0
auszubauen. Analog, wie frither die reciproke Distanz, hat diese Differential-
gleichung den Logarithmus der Distanz, d. h.

log]/(x s “'El)g i i (T/ =+ y1)2
zu einer Lésung. Dies begriindet die Benennung ,Logarithmisches Potential®.
Es haben denn auch die meisten Definitionen und Sitze vom Newtonschen

“Potential hier ihre Analoga. Die Verwandtschaft herrscht nicht nur in der

Theorie, sondern vielfach auch in der physikalischen Anwendung. Das her-
vorragendste Interesse aber bietet die Differentialgleichung (2b) in der Funk-
tionentheorie infolge des Umstandes, daB ihr sowohl der reelle als der
‘imagindre Bestandteil jeder analytischen Funktion von « -+ y¢, die beiden
zueinander konjugierten Funktionen, entsprechen und dal umgekehrt jede
Losung von (2b) als Realteil einer analytischen Funktion sich deuten ligt.

Wenn man also die Differentialgleichungen (22) und (2b) beherrscht,
so umfaft man dem Gesagten gemdB auch die Theorie des Potentials in
seiner urspriinglichen Bedeutung, solange nur die anzichenden Massen sich
nicht bis zum Punkte zyz hin erstrecken. Die Erfahrung hat nun gezeigt, daf
es zweckmibBig ist, bel der Definition des Potentialbegriffes geradezu die
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hat eine _ »Laplacesche Differentialgleichung® (2a) und (2b) an die Spitze zu stellen. Die
nunmehr neue Definition wird jedenfalls nicht enger sein als die urspriingliche, tat-
ire Funk- : siichlich erweist sie sich in mancher Hinsicht als umfassender. (Siehe tibrigens
e Physik die FuBnote auf Seite 4.) :
| Begriff, { ' Nicht nur der Begriff, auch die Aufgaben der Potentialtheorie haben

‘ - eine Erweiterung erfahren, Wihrend urspriinglich das Potential durch ge-
sinniten : gebene Massenverteilung festgesetzt erscheint, ist dasselbe bei den meisten

gerade schwierigeren Problemen durch andere Angaben eindeutig bestimmt.
Ja noch mehr, wir werden die urspriingliche Aufgabe geradezu als erledigt
ansehen; sobald nimlich die Massenverteilung bekannt ist, ergibt sich das
; Potential durch irgendwelche Summationen oder Integrationen, — Operationen,
(2,9, £) die wir als ausfiihrbar betrachten.

auch das 1 _ Die Analogie zwischen dem Newtonschen und dem logarithmischen

Punkt p Potential ist eine so weitgehende, daB es zweckmiBig ist, fiir beide Poten-
lgt aus tialarten eine gemeinsame Theorie aufzustellen. Da die Schwierigkeiten kaum

in einem Falle prinzipiell groBer sind, als im anderen, so wire es fiberfliissig,
Gebieten alle Satze fir beide Teile durchzufihren. Wemn ich mich in der Folge bei
Wftizti_tﬁts‘ J den Entwicklungen, die fiir beide Potentialarten gelten, auf das logarith-
ritations-

mische Potential beschrinke, so geschieht dies nicht wegen einer Ver-

einfachung, sondern wegen der Einheitlichkeit der Darstellung. Ich werde

niimlich mehrere wichtige und interessante Sitze angeben, die ihre Quelle
~ gerade in dem Umstande baben, daB es zu jedem logarithmischen Potential

ein konjugiertes gibi; solche Sitze haben beim Newtonschen Potential kein
8 gleich- ) ~ Analogon. Im allgemeinen aber wird man meist den analagen Satz und
Beweis leicht herstellen konnen. Wo dbrigens der Unterschied etwas griBer
zu sein scheint, werde ich durch einige Bemerkungen die Verbindung her-
stellen.

ferential- : : g 2,

Definition der Potentialfunktionen.

Hs wurde bereits in der Einleitung erwihnt, daB man bei der Definition

slentials ‘ des Potentials zweckmiBig von der Laplaceschen Differentialgleichung (2a)
tonschen i - und (2b) ausgehen kann. Die Wichtigkeit dieser Differentialgleichungen macht
r in der P es wiinschenswert, eine abgekiirate Bezeichnung fiir die linken Seiten dieser
Das her- ~ Gleichungen zu besitzen. Es ist iblich, dafir das Zeichen AV zu wihlen,
er Funk- - 80 daB also

als der Av=2" %Z beim logarithm. Potential,

e beiden Ll gy ox ¥

thrt jede i LY T &Y

P i]iiBt. : AV =5 55° T 577 » Newtonschen

herrscht, gosetzt wird. Fir die Folge soll nun folgende Definition gelten:

ntials in Jede in einem Gebiete eindeutig definierte Funktion U(p), welche der Diffe-
ssen sich rentialgleichung AU = O gendigt, heift eine Potentialfunktion (Potential) dieses
eigt, daB Giebigtes.  Der Bereich, in dem U(p) samt den ersten Ableitungen endlich und
dezu die stetig ist, wird ihr Regularititsgebiet gemannt. :

1%




