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umfaBt alle Punkte, die auBerhalb der Kurve liegen, iiber welche integriert.
wird, mit Ausnahme des unendlich fernen Punktes fir ¥ falls sich m = fdg,

nicht Null ergibt. Diese Tatsache ist der Differentiierbarkeit unter dem
Integralzeichen entnehmbar. Nun miissen aber die Verhiltnisse erértert
werden, die eintreten, wenn der Punkt p unbegrenzt gegen einen Punkt ¢
der Integrationskurve naherriickt.

Zunichst gilt hier der folgende Satz A,:

Ist das Potential der einfachen Schicht (12a) in jeder beliebigen Nihe
eines Ramdpunktes unler einer amgebbaren endlichen Gremze gelegen, so ist es
auch stetig und geht durch die Berandung stetig hindurch.

Diesem Satze konnte man die zum Teil schiirfere Fassung geben, daB
in gleichen Distanzen zu beiden Seiten eines Punktes s der Berandung auf
einer durch s gehenden Geraden der Unterschied der Werte des Potentials
um so kleiner wird, je niher man zur Kurve riickt. Nimmt man die Massen-

verteilung differentiierbar an, d. h. existiert der Differentialquotient % = u'(s),
$0 besteht die Endlichkeit und Stetigkeit des Potentials ¥ am Rande sicher.

Die Annahme der Existenz der Dichtigkeit u’(s) ist aber ganz und gar nicht

notwendig, vielmehr besteht die Endlichkeit und Stetigkeit von
1
7w~ flog - -du,

am Rande unter so geringen Voraussetzungen iiber die Massenverteilung dg,,
daB sie wohl selten nicht erfiillt sein werden. So geniigt z. B. zur Stetigkeit

von ¥(6) schon die Annahme, daB das Integral ﬁ d pl auf dem Kurvenstiicke §¢
g

nicht die GroBemordnung von 7§, iiberschreitet, wo ¢ irgendeine positive
Zahl == 0 ist. Dies ist eine Bedingung, die auBerordentlich weniger bindet,
als die Proportionalitit von dyu, mit dem Kurvenelemente ds. Die allgemeinere
Form des Potentials V" der einfachen Schicht bringt keine Erschwerung der
Verhiltnisse mit sich, bedeutet aber eine groBe Erweiterung des Umfanges
durch solche Potentiale darstellbarer Funktionen.

In eine nihere Erdrterung der GroBenverhiltnisse von 7 am Rande
glaube ich hier um so weniger eingehen zu miissen, als uns in der Richtung

keine Schwierigkeiten bevorstehen und in den Fillen der Anwendung jedes-

mal diese Fragen unschwer zu beantworten sind.
Eine @hnliche Betrachtung muB auch iiber das Potential

W(p) = v(s)c% arc tg Z:z: ds

angestellt werden.
Die Stetigkeit von W und aller seiner Ableitungen auBerhalb der Inte-
grationskurve ist eine Folge der Differentiierbarkeit unter dem Integral-

eine Funktion nehmen, die den Kurvenpunkten umkehrbar eindeutig zugeordnet ist, wenn :

Ys— Y

die Differentiierbarkeit von arctg vorhanden ist.

g

'''''
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, : zeichen. Wiahrend aber vom Potential ¥ fiir die nur in Betracht kommenden
g : Fille die Stetigkeit auf die Werte am Rande und beim Durchgang durch
. die Randkurve ausgedehnt werden konnte, ist hier die Stetigkeit nicht mehr
vorhanden. Hs muB in diesem Falle darauf geachtet werden, von welcher Seite
L | man sich einem Kurvenpunkte ¢ nihert. Bei unbegrenzter Anniherung an
i den Randpunkt ¢ wird W auf jeder Seite gegen einen in der Regel anderen
Wert hinstreben. Jener Wert, der auf der linken Seite der Integrations-
richtung am Randpunkte ¢ liegh, soll mit W(e*) bezeichnet werden, der
Grenzwert auf der rechten Seite mit W(e~), so daB gleichsam mit ¢* und
6~ der linksseitige und der rechtsseitige Randpunkt am Kurvenpunkte o sind.
Hier gilt dann der Satz A,.
Das Potential W(p) der Doppelschicht erleidet in einem Punkie 6 der
Randkurve, wo dic Belegung v (o) stetig ist, Stetigheitsspriinge, die durch fol-
f gende Gleichungen gegeben sind

W(et) — W(a~) = 2z - v(6)

I\

(A9) W(et)+ W(e") =2 v(s) = arctg Ys ds

dabei werden mit W(et) und W(e™) die Grenzwerte von W(p) ouf der linken
und rechten Seite am Kuwrvenpunkie ¢ bezeichnet.

Die zweite der vorstehenden Gleichungen kann man nach der von uns
eingefiihrten Bezeichnung auch in der Form

W(e*) + W(o) = 2 [ v(s)h(s, o) ds
schreiben, da wir ja '
X ‘ : h(s, 6) =
| gesetzt haben.

- Der Beweis dieses Satzes ist bereits klassisch geworden. Man schreibe
zum Beweise das Potential W in der Form

5 f W(p) = v(ﬁ)d aretdy ys - ds +f[1){s) ——'y(o‘)]d arctggi:%-ds-

Y
K

(]

Das erste dieser beiden Integra.le ergibt sich, da »(6) herausgehoben werden
kann, nach dem Satze (1) gleich 2z (6), 7»(6), 0, je nachdem der Punkt p
auf der linken Seite, auf der Randkurve, oder auf der rechten Seite des
Randpunktes ¢ liegt, wobei die Annéherung an ¢ beliebig fortschreiten kann.
Fir das zweite Integral d. h.

f[w(s) — w(ﬁ)}(—% arctg g’% -ds

bekommt man aber die Stetigkeit, wenn der Pankt p im Randpunkte 6 durch
die Kurve hindurchgeht, wenn nur »(s) im Randpunkte ¢ stetig ist. Diese
Tatsache ist sogar gar nicht abhingig von irgendeiner Voraussetzung iiber
die Existenz der Normalen. Man kann wegen der Stetigkeit von »(s) in
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der Néhe von 6 das letzte Integral durch Integration per partes in die
Gestalt bringen i

[v(s) — v(e)]arctg *—— — f arc tg

und kann die Anderung dieses Ausdruckes beim Durchgang von (zy) durch
den Randpunkt ¢ untersuchen. Man wird leicht die obige Behauptung be-
stitigh finden. Hs ergibt sich also ganz allgemein

(1)  W(e*) + W(e) = 2av(0) + 2 [ [v(s) — v(o)]darotg 222

was man bei Punkten ¢ mit einer Normale wieder infolge des Satzes (15)
in der Form der zweiten (leichung (A,) schreiben kann. Dadurch ist der
behauptete Satz A, vollstindig bewiesen, er gilt aber sogar ohne Voraus-
setzung {iber das Vorhandensein von Normalen, wenn die zweite der Glei-
chungen (A;) durch (16) gedeutet wird, was aber bei unseren Untersuckungen
wegen der Voraussetzung gewisser Regularitéit der Begrenzung nicht er-
forderlich ist.

T, —x

Y— Y

- dv,

§ 1L
Die Stromung der Potentiale ¥ und W.

Die bisherigen einschligigen Arbeiten iiber Potentialtheorie haben der
Untersnchung der Randwerte von ¥ und W eine solche iiber ihre Ab-
leitungen am Rande, insbesondere in der Normalenrichtung, folgen lassen.
Nach meiner bereits oben betonten Ansicht muB aber viel weniger das Ziel
der Untersuchung jemes sein, das Verhalten der Ableitungen am Rande zu
ergriinden, als denselben tiberhaupt zu entraten. Es war ja bereits bisher
hinreichend bekannt, daB das Potential W bestimmte normale Ableitungen
am Rande im allgemeinen nicht mehr besitzt, nicht zu reden von den ersten
Ableitungen im allgemeinen. Fiir das Potential 7 der einfachen Schicht
haben sich bisher Ableitungen in der normalen Richtung ergeben, jedoch
mit verschiedenen Werten auf jeder Seite der Randkurve. Man wuBte ferner
lingst, daB jedes in einer geschlossenen Kurve regulire Potential mit stetigen
Randwerten als ein Potential der Doppelschicht iiber die Berandung darstellbar
ist, daf also Potentiale mit stetigen Randwerten im allgemeinen keine normalen
Ableitungen am Rande besitzen. Da nun aber fiir ein Potential der einfachen
Schicht 7 normale Ableitungen sich ergaben, so konnte man folgern, daB ein
regulires am Rande stetiges Potential durch die Form eines Potentials der
einfachen Schicht im allgemeinen nicht darstellbar ist. Woran liegt nun die
soweit geringere Leistungsfihigkeit des Potentials ¥ gegeniiber W. Der Grund
ist in der zu speziellen Wahl fir die Form des Potentials ¥ gelegen. Dies
war auch die Veranlassung, daB in dieser Arbeit fiir ¥ die Form

V=f1°g%- du,
sp

gewihlt wurde und nicht die tbliche f logri - w'(s)ds. Jetzt besitzt in der
sp .
Tat das Potential ¥ eine #hnliche Allgemeinheit, wie das Potential W, es

-
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zeigt sich aber, daB auch beim Potential ¥, wie bei W von normalen Ab-
leitungen nicht mehr die Rede sein kann. Ich habe in einem vorangehendem
Paragraph fiir die normalen Ableitungen einen Ersatz gegeben, nimlich den
Begriff des Stromes. Fiir diesen Begriff lassen sich nun wirklich sowohl
bei V als W Bestimmungen aufstellen. Insbesondere einfach liegen in dieser
Hinsicht die Verhiltnisse beim logarithmischen Potential, wo wie bereits
gezeigt, durch den Unterschied der Werte des konjugierten Potentials in zwei
Kurvenpunkten genau der Wert der Stromung auf dem Kurvenstiicke zwischen
diesen Punkten gegeben ist.

Bezeichnet man das zu ¥(p) = — f logt,, - du, konjugierte Potential mit
V(p), so bekommt man

=0 el 4 L
V(p)= % archg —— - dy,.

Um ein MaBf fiir die Stromung des Potentials zu finden, hat man also nur
die Randwerte des konjugierten Potentials 7 (p) zu suchen, wobei es auf eine
additive Konstante natiirlich nicht ankommt. Da das Integral 7 nicht ein-
deutig ist, so wollen wir fiir den Anfangspunkt der Integration einen Punkt
6, festsetzen. Wir zihlen jetzt die Masse von diesem Punkte, setzen also

u(9) =f du,

fir die Masse auf dem Kurvenbogen g,6. Um die Randwerte von ¥ zu
finden, integrieren wir per partes
i gy . 'fo
Y=y | Yol a
“far@fg;:;};' dp,=|—p(s)arctg ;= + | u(s) z; arctg

X
To

-ds

P—a

a,

wobei die Integration von 6, bis 6, die ganze Kurve durchliuft. Die
a

Grofe ] } hat, weil zu Anfang u(6,) =0, am SchluB p(6,) = m = die Ge-

%
: Yo =l

samtmasse von V ist, den Wert m(arctg R

o ‘o

S ;
m arctg i"_;‘f je nachdem ¢ auf dem inneren Rande des Randpunktes ¢,
a

+ 2;:), m(&rctg %’l—iﬁ -+ 7::),

a. Lg

Go
liegt, der Randpunkt ¢ selbst oder der #uBere Randpunkt ¢ ist. Das zweite
Integral der letzten Gleichung ist ein Potential der Doppelschicht, so daf

wir sein Verhalten am Rande kennen. L&Bt man eine additive Konstante
weg, so erscheint '

V(6*) =V (67) = 2u(o)
Vier) + ¥ (67) = — 2farctg%—zrif -du,.
Damit ist die Bestii:nmpng der Stromung geschehen. Wenn die Masse des

5 & : L A k
Potentials 7 differentiierbar ist, d. h. besteht ?Z% = u'(s), so ergeben sich

fiir das Potential V(p) der Form
1
V() = [logi - w(s)ds

)
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aus den erhaltenen Gleichungen leicht normale Ableitungen von V, da %l;
= — %—E Es erscheint

av av L

Tn(07) — g (0%) = 224/ (d)
(17a)

av av culla v, —y
o)+ 3-(6) =2 | W (s)= aTCth:é‘ ds,

da in (17), wie leicht zu ersehen, unter dem Integralzeichen nach ¢ differen-

tiiert werden darf. Dies sind die bekannten Gleichungen fiir die normalen Ab-
leitungen eines Potentials ¥ der einfachen Schicht, die wir hier in einfachster
Weise herleiten konnten. Die zweite der G‘rleichungen kbnnen wir durch
Einfihrung der Funktion h(sci)

L T Form schreiben

(J‘

6‘) —|— (ﬁ+) — 2% h(ss)p (s)ds.

Man beachte wohl unter dem Integrale die Reihenfolge der beiden Punkte

$,6 in h(6s) und bemerke, daB in der zweiten Formel des Satzes A, S.22
die Reihenfolge von s und ¢ eine andere ist. Wir haben jetat eine Auswahl
zwischen den Formeln (17) und (17a). Die zweiten, d.h. (17a) wird man
nur dann anwenden kionnen, wenn das Potential V7 die spezielle Form hat,
also eine Massendichtigkeit u'(s) besitzt und wenn @berdies noch eine Nor-
male vorhanden ist. Das erste System, d. h. (17), ist allgemein giiltig.

Fir das Potential W{(p) = f v(s)d% arctgi’—:—% -ds bekommen wir das-

konjugierte Potential W(p) in der Form
W(p) = —f'p(s)d logr,,- ds

und haben den Randwert zu bestimmen. Hs werde vorausgesetzt, daB die

Belegung eine stetige Funktion ist. Man bekommt dann durch Integration
per partes, weil der ausintegrierte Teil zwischen den Grenzen genommen

=0 1st,
W (p) mfiog Tps - Ao (S).

Dies ist ganz die Form eines Potentials der einfachen Schicht mit dem
Massenelement — dv(s). Um die Stromung zu finden, hat man die Randwerte
des Potentials W zu bestimmen. Sollte es beim Potential W{p) der Doppel-
schicht normale Ableitungen geben, so wiirden diese als Ableitungen von
W (s) nach dem Kurvenbogen sich ergeben und zwar wiren sie auf beiden
Seiten der Kurve gleich. Wiirde es ndtig sein, so wire es nicht schwer,
solche hinreichende Bedingungen fiir die Ste’mgkel{; von »(s) zu finden, daB

W lings des Randes differentiierbar wire. Wir vertreten aber den Stand-

punkt, daB die Kenntnis der normalen Ableitungen von W iiberfliissig sei.

- Normale Ableitungen eines Potentials der doppelten Schicht existieren
also im allgemeinen nicht, wie regulir die Begrenzug auch sei. Man hatte
bisher bei regulirer Begrenzung fiir die normalen Ableitungen folgenden
Ersatz: Nimmt man in der Normale im Kurvenpunkte ¢ in gleichen

e —
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Distanzen von [ be1derselts der Kurve zwei Punkte ¢ und ¢~ an, so ist die
Dlﬂ’erenz (6*) (6") um so ndher an Null, je ndher die Punkte o+

und 6~ am Kurvenpunkte ¢ liegen. Man konnte daraus schon die gleich-
zeitige Nichtexistenz oder Existenz beider normalen Ableitungen folgern und
im letzten Falle ihre Gleichheit. Ein Beweis dieses Theorems wurde meines
Wissens zuerst von A. Tauber (Monatsh. f Math. u. Phys. Bd. 7) und un-
gefihr gleichzeitig von Liapounoff (Liouville J. 1896) gegeben. Wir haben
im vorstehenden fiir die normalen Ableitungen von TV einen Ersatz von viel
groBerer Allgemeinheit erhalten, werden aber in der Folge nicht einmal von
diesem Ergebnisse Gebrauch machen.

Etwas weniger einfach liegen die Verhiltnisse beim Newtonschen Poten-
tial. DaB aber auch hier ein prinzipielles Hindernis micht besteht, erkennt
man, wenn man die bekannten zu (17a) analogen Formeln

df(r) — G (0") = 4m (o)

T g =2 [¢Oz(7) -4

betrachtet. Durch Multiplikation mit d¢ und Integra.tlon ilber ein Flichen-
stlick bekommt man zwei Gleichungen fir die Stromung auf diesem Fléchen-
stiick, wobei u'(6¢)de durch du(e) d h. die Masse im Flichenelement zu

ersetzen ist. Man beachte, daB f ——(---)de die scheinbare GrioBe des

Flacher_l-stuckes vom Punkte s aus 1st Dle Formeln haben sodann eine
groBe Ahnlichkeit mit (17).

§ 12
Die Stetigkeit der Randfnnkiionen f v (s) a,rctg ds.

Diese Randfunktion ergab sich als Mittelwert be1derse1t1ger Randwerte
eines Potentials der Doppelschicht mit der Belegung »(s). Das Integral
dndert nun seinen Wert stetig bei einer stefigen Lageiinderung des Rand-
punktes 6, von dem es abhiingt. Man kann fiir das Integral auch schreiben

wv(0) + [ [v(5) — v(6) & aret % S as,

woraus fiir Punkte, wo »(¢) selbst stetig ist, dxe Ste{ngkelt sehr leicht zu
erkennen ist. Man kann aber auch hier voxhellhaft von der Integration per
partes, von Kurvenstiick zu Kurvenstiick, auf denen »(s) stetig ist, Gebrauch
machen und findet fiir ein Kurvenstiick 53,

v(s) a.rctg faa' tgac :i" dv(s).
s s,_ 8
Das Integral hier erweist sich unmittelbar als stetig, da
arctg x’ e —arctg—_ Z"‘
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um so kleiner wird, je niher ¢, an ¢ heranriickt, wenn nur s in einer Ent-
fernung von 6 gehalten wird, die groferer Ordnung ist, als die Distanz ,.
Erstreckt man aber die Integration moch iiber die unmittelbare Umgebung
von 6, so ergibt sich das Integral wieder nach Belieben klein, wenn nur
die Punkte ¢6,06; hinreichend sich nihern und dann das kleine Kurvenstiick
in der Umgebung von ¢ ebenfalls hinreichend verkleinert wird. Da die Diffe-

renz arctg%ﬁ — arctg%g : i" endlich bleibt, f dv(s) aber mit Abnahme des
s 0 s o

Kurvenstiickes, iiber das integriert wird, gleichzeitig zu Null abnimmt, ist

&

die Stetigkeit des Integrals vorhanden. Der Wert von y, ist

v(s) arctg

aber von Kurvenstiick zu Kurvenstiick zwischen Spriingen der Stetigkeit zu
untersuc’hen Die Stetigkeit ist fiir jedes einzelne Kurvenstiick 55, vorhanden,

“‘ bei Gegeneinanderriicken von ¢ und G,
D'

da z. B. arctg o —aretg

beliebig gegen Nu]l abnimmt. D1e Stetigkeit des obigen Integrales ist also
vorhanden und zwar selbst dort, wo die Funktion »(s) einen Sprung erleidet.
Man kénnte die Stetigkeit selbst fiir Punkte, wo die Normale nicht existiert
oder nicht eindeutig ist, nachweisen, in welchem Falle man aber die Funk-
tion »(s) stetig voransetzen muB und das Integral in der Form anzunehmen
hat, wie die zur Gleichung (16) S. 23 gemachten Bemerkungen ergeben.
Diese Fille kommen aber in unserer Anwendung nicht vor, weshalb darauf
nicht niher eingegangen werden soll.

§ 13.
Das Symmetriegesetz der Randfunktion ﬁog Pgo % arctg:—“-_:—;f dae.
? il ‘e

Die Funktion logr,, ist in den beiden Punkten p und ¢ symmetrisch,
woraus sich Symmetrieeigenschaften gewisser anderer Funktionen ergeben.
Da diese Beziehungen die Quelle dhnlicher Eigenschaften wichtiger Funk-
tionen sind, sollen sie hier abgeleitet werden.

Nimmt man in der Formel

av au
fir U und ¥ die beiden Funltionen

U(p) =logr,,,

V(p) =logr,,, .
worin ¢, und g, zwei feste Punkte bedeuten, so sind U(p) und V(p) im Inneren
einer geschlossenen Kurve regulir, wenn beide Punkte ¢, und g, auBerhalb
der Kurve liegen und die Formel ist anwendbar. Liegen jedoch die Punkte
¢, und g, beide im Inneren der Kurve, so sind U(p) und 7(p) im AuBengebiete
regulir, wenn man dasselbe durch Schla.gen eines grofen Kreises zunichst
endlich macht und die Integration auch iiber diesen groBen Kreis erstreckt.

£ sy

= e

o S s
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Es ist aber leicht einzusehen, daB das Integral iiber diesen groBen Kreis
mit wachsendem Radius beliebig gegen Null abnimmt, so daB es geniigt,
die Integration nur iiber die gegebene Randkurve zu erstrecken.

Da

d 1 ey a ol Yo — yg
n 108 7g, = — g arclg z,—z,
ist, so folgt unter Einfithrung der Bezeichnung
1 d Yo—4 5
(18) g(glqg)=-;f10gr&a-a—63rctgé;_é.d5

das Symmetriegesetz

9(919:) = 9(2:9,)
sobald nur die Punkte g, und ¢, entweder beide im Inneren oder beide im
AuBeren der Kurve liegen.

Um das Symmetriegesetz auch auf Randpunkte ausdehnen zu kinnen,
was unser eigentliches Ziel ist, so bezeichnen wir mit st den inneren Rand-
punkt am Kurvenpunkte s, mit s~ den #uBeren Randpunkt.

Nun bemerken wir, daB die Funktion g(g,¢9,), wie die Definition (18)
zeigt, in Hinsicht auf den ersten Punkt ¢, ein Potential der einfachen
Schicht, also am Rande stetig ist und daB er ferner als Funktion des zweiten
Punktes g, ein Potential der Doppelschicht ist. Aus dem obigen Symmetrie-
satze folgt schon g(s*, 8%) = g(8*, s*), wofiir man wegen der Stetigkeit
der Potentiale ¥ am Rande auch schreiben kann

g(SJ 6+) TR 9(97 s+)‘

9'(3: 9—) = 9(9: 3‘)'
Daraus ergibt sich durch Addition und Division durch 2
9(3, 9) B 9(67 3):
weil der Mittelwert eines Potentiales 7 zu beiden Seiten eines Randpunktes
wie der Satz A;, S. 22, angibt, genau gleich ist dem Wert des Integrales
fir W fiir den Randpunkt.
Bei Anwendung der Bezeichnung

Analog gilt auch

y; _yg
Ly =—&y

h(s, 6) = %% arctg
konnen wir den Satz aussprechen:
Die Randfunktion
g(s, @) mflogr,e -h(8, 6)do
erfillt das Symmetriegesets
(19) g(s: 6) P 9(6: S).
Man erkennt ohne weiteres, daB zur Giiltigkeit dieses Gesetzes die An-
nahme einer einzigen Randkurve ganz unwesentlich ist.




