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Zweiter Abschnitt.
Die Integralgleichung Fredholms.

§ 14.

Die Fragestellungen der Potentialtheorie fihren, wie die Folge zeigen
wird, ganz naturgemif auf die Gleichung der Form

(®) 9(s) + 1 9(0) - £(6, 5)d0 = ¥(s),

worin die Funktionen £(6, s) und ¥(s) bekannt sind, das Integrationsintervall

ein bestimmtes*) und gegebenes ist, wihrend die Funktion p(s) gesucht

werden muB. Die GroBe A spielt dabei nur die Rolle eines Parameters.
Bei kleinen J wirde man die Lésung fir ¢(s) in der Form einer Po-

tenzreihe nach i suchen konnen, und wiirde dabei finden, daB sich ¢(s) in

der Form

® 9(s) = ¥(s) — 1 () F (050

darstellen 1iBt, wobei F(8s) eine von ¥(s) unabhingige Funktion ist, die

aus der Potenzentwicklung der Funktion F(os) aus der Integralgleichung

) F(os) + 4 [ 1(66) F(65)d6 — f(o3)

sich erceben wiirde. Tatsichlich ist aber die Darstellung von @(s) in der
Form (B) nicht an die Entwickelbarkeit von F(¢s) in eine Reihe gebunden.
Hat man nimlich eine Losung F(ss) der speziellen Integralgleichung (),
so ergibt sich aus («) die Losung @(s) stets in der Form (f). Man hat nur
(¢) mit F(s6)ds zu multiplizieren und nach s zu integrieren. Beriicksichtigt
man dann unter dem’ doppelten Integralzeichen die Gleichung (), der F(s6)
geniigt, so ergibt sich gleich

fw(ﬂ)f(ﬁﬁ)de=f¢(e)F(_ea)da,

was in («) beriicksichtigt die Losung (8) gibt**). Dadurch ist die Losung
der Fredholmschen Integralgleichung (&) auf die spezielle () zuriickgefiihrt.

" Da das Integral in diesem ganzen Abschnitt iberall dber dasselbe gegebene
Gebiet zu erstrecken ist, halte ich es nicht fiir ndtig, dem Integrale noch irgendwelche
Zeichen der festen Grenzen hinzuzuftigen.

*#) Es ist das Resultat (f) noch durch Einsetzen in (&) zu verifizieren. Dieses be-
statiot sich aber infolge der zweiten Gleichung (y,), der F(cs) auch geniigt. Die Veri-
fizierung ist deshalb notig, weil (f) nur unter der Voraussetzung der Losbarkeit von (o)
hergeleitet werden kann. Ebenso ist die Losbarkeit beider Gleichungen (y,) und (y,) hier eine
Voraussetzung, aus der dann aber folgt, daB beide Gleichungen durch dieselbe Funktion
gelost werden. Die Losbarkeit bestatigt sich ja gleich im folgenden Paragraphen.
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Die Funktion F(¢s) gentig dann von selbst auch der Integralgleichung
F(es) + 2 f F(60)f(0s)d0 = f(es). Dies bestiitigt man, indem man in dieser

Gleichung F(6s) = ¢(s) setzt und nach der obigen Methode 16st. Es sind
also die beiden Integralgleichungen (Resolventen)

F(0s) + 4 [ F(68) F(65)d8 = f(os),
Fos) + 4 [ F(c6)£(85)d6 — f(os)
durch dieselbe Funktion F(ss) geldst. Zugleich ergibt sich, daB jede dieser

Gleichungen nur eine Lésung hat, daB also F(¢s) eine allenthalben eindeu-
tige Funktion von 1 ist. '

(71) und (;)

§ 15.
Die Losung Fredholms.
Die Integralgleichung

@) ) F(os) + 1. f F(a0)f(65)d6 =‘f(as),

auf deren Losung es nach dem vorherigen einzig ankommt, kann man bei
iiberall endlich bleibender, wenigstens abteilungsweise stetiger Funktion f(es)
durch folgendes Verfahren l5sen.

Man betrachte in (p) das Integral als Grenzfall einer Summe. Teilt
man, um dann einen Grensiibergang auszufihren, in (7) das bestimmte Inte-
grationsgebiet in eine groBe Zahl # sehr kleiner Elemente, die kurz mit
dy, 0y, ... 0, bezeichnet werden mogen, so konnen innerhalb jedes Teiles g,
die Funktionen F(os) und f(6s) als konstant angesehen werden. Bezeichnet
man der Kiirze wegen den Wert von F(e,s) und f(s,s) mit I, . f
wenn die Punkte 6, s in den Elementen 9, und 9, liegen, so geht in (y)
das Integral in eine Summe iiber und man bekommt

F(GS)—f(G’S)+AF01-}"18'61+3.F02-]§,-62-]- 1 '+'1Fan'fm'a =0

n

Diese Gleichung muB nun richtig bleiben, wenn s nacheinander in die Ele-

mente dy, d; ... d, tritt, so daB sich fiir Foy, Fyy ... F,, folgende n Glei-
chungen ergeben

;fa1+Fu1[1+lﬁ1'a1]+Foz'lf;af&z"}'“"f'Fcrn'lfm'd\n:”O
_fa2+Fa1'lﬂe‘31+Fas‘[1'{‘ﬂ'fzs'as]‘f'"‘+Fau‘lﬁ;2'an=‘0

mfo’n'_“Fal 'j‘fla'al_I_FﬁR']'f;!u'a? Pesrie e th[l +lfun.aﬂ]=0'
Aus diesen Gleichungen und der obigen

F(as)_"f(ﬁs)+Fﬁl'iﬁt'ai+F02'3'ﬁ2¢'62+'"+Fan'}'f;ﬁs'6 =0

n

sind die GréBen F,,, Foy ... F,, zu eliminieren, wodurch sich die ge-
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suchte Funktion F(o,s) ergibt. Die Elimination geschieht am einfachsten
dureh Bildung der Determinante

| Flosy+ fos), M-8y MO - - - Mu

fan 1+}~f11'517 lfn‘ 62; AN }'fnl'afz
(3) 0=1 faﬁ? ;{fls'ai? 1+Af22'd\2! G 4 ‘lfnﬁ‘é\ﬂ.
| fdm ﬂ'f;{n' 61’ ﬂ'f?n' 62" s 1+1‘fm&' b\n‘u

Um den Grenzitbergang zu machen, entwickelt man diese Determinante
nach Potenzen von i. Es ist leicht einzusehen, daB der Koeffizient von 4™
eine Summe von m -+ 1 reihigen Determinanten ist und zwar ist dieser
. Koeffizient

"—F(ﬁ.‘;‘) +‘f(ﬁ$’), fx,a? fx,u I f”m’

fo’xﬂ fx,_xl!h fx,.x_" o f"m’f,_

2, N8 B 0s
#y ¥ oo X fg’x’, f"-’xxz’ fx,:a? e f"m”, “ z, “m?
| fﬂ'xm? lerm; fx,xm, i fxmxm
wobei die Indizes %, %, ... %, alle moglichen Kombinationen von je m

Elementen aus den Zahlen 1,2,8,...n ohne Wiederholungen sind. Zwischen

-den m Zshlen sind aber m!Permutationen méglich, woraus folgt, daB man
die Summe genau m!-mal bekommt, wenn man die Indizes unabhingig von-
einander jeden nacheinander die Zahlen 1,2,8,...n durchlaufen 1iBt*).
Dann ist es aber evident, daf im Grenzfalle die Summation iiber den Index
#, ein Integral wird und dasselbe gilt von der Summation iiber die Indizes
Kgy %g, - - - %, Daraus folgh also, dap nach dem Grenziibergange die Deter-
minante (§) zur folgenden Reihe wird

0 = — F(os) + f(o3)
G _ F(es)4 flo) f(0), F(6:) --[(0,9)
Am
+ 2 %T//vf ' f(66:), £(6,8,), f(656,) - 1(8,,0,)
s £(56), (8,6, F(BuBa) - T(0B) | 30300 0m
l f (6 Om !f (ﬂlﬂm): f (8291%) b f (Hmem)
Dies gibt fiir F(os) den Quotienten
D4(0)
(E) B (63) o Doy’

wobei mit D,() und D(4) die beiden Potenzreihen bezeichnet wurden

*) Die Gleichheit zweier Indizes ist ja zulissig, da in einem solchen Falle die De-
terminante gleich Null ista
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o 1 | f(es), £(8;s)

D) =flo9) + % f ! a2

. o) 1@, F&s) |

+:_/]. f(e0y), £(6,6,), £(6:6,)|d8,d6,+ ..
]f(c-'ﬂ,), 7(6:6,), £(6,65)

¥ 61 91 i 32 91 l
= fronins T 0 s

23 f(elel): f(esal ? f(esol)
+Tﬂf 1(8.6s), 1(6:6s), 1(8585) 49,0, d0; + ---
1(6:05), f(8s05), £(656;)

Diese beiden Reihen haben ein sehr leicht zu tiberblickendes Bildu_ngsgesetz.
Die Konvergenz der erhaltenen Reihen ergibt sich aus einem Satze
Hadamards, wonach eine Determinante von # Reihen, deren Glieder nicht

a6, +

©

tiber den Absoluthetrag 1 gehen, den Wert n® nicht tiberschreiten kann,
Dieser Abschitzungssatz geniigh, weil die Glieder noch den Nenner x! be-
sitzen, um zu erkennen, daB beide Reihen D,(?) und D(%) konvergieren und
zwar sogar fiir jedes endliche 4, so daB sie ganze Funktionen des Parameters 1
sind. Ein Einsetzen von (¢) und (§) in die Integralgleichung fiir F(as)
wiirde leicht das Erfiilltsein der Integralgleichung bestitigen. In dieser ele-
ganten Form wurde von Fredholm die Lésung fir F(as) angegeben.®)

§ 16.

Die Fredholmsche Darstellung (&) der Losung der Integralgleichung zeigt
die Losbarkeit in allen Fillen, wo der Nenner D(4) von Null verschieden
ist. Das Verschwinden von D (2) kann aber nur in isolierten Punkten fiir
4 vorkommen. Ist 4, ein Wert, fir den D(4,)= 0 ist, so sind sicher die
Ableitungen D’(4), D" (4), .., nach A nicht alle im Punkte 4y gleich Null,
Bildet man sich diese Ableitungen, so wird man auf neue zur Rejhe 1)3(:)
analoge Potenzreihen gefiihrt. Mit Fredholm setzen wir

[F(9180), f(oss,),...f(0,8,) i
) f(51 L ﬁ:) — |(0:8;), f628s), ... f(5,8,)] ;

L

............... |
Ef(ﬁl sﬂ)} f<62 sﬂ)! ] f(ﬁnsn) I
um fiir die Determinanten eine kiirzere Schreibweise zu bekommen. Dje Bildung

der Differentialquotienten gibt Veranlassung zur Betrachtung von folgenden
Reihen

SCPMNIErontis el G0 ),

a2 6;...6,0.0, A2 By e 05 050050
s frC o) ando + B[ 88 ag,a0,a0,+ .

") Oefvers af kongl. vet. akad. Forh., Stockholm 1900, Acta mat. 27, 1903.
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} wovon die obige Reihe D, (:) nur ein Spezialfall ist. Die nte Ableitung'
{ von D () ergibt sich als das Integral

L 6 2e0— fofn S mdes

i und in einem ebenso einfachen Zusammenhang stehen die Ableitungen von

% Dl(:) nach 1 mit diesen Reihen. Aus (i) folgt, daB, wenn i, genau eine

n-fache Nullstelle von D (1) ist, die Funktion D,L(:;1 "'z") nicht, also umso
S

weniger die allgemeinere D, (::Z:) identisch verschwinden kann, da sonst
D® (1) =0 wire. Es verschwindet ebenso auch nicht D7'~% (Z) d. h. die
(n— 1)4e Ableitung von D, (7). Daraus folgt aber, daB in F(c,s) die Stelle
1, ein Pol ist, da das Verschwinden des Zéhlers D, (:) von niedrigerer Ord-

! nung als das des Nenmers D (1) ist. Die Losbarkeit der Fredholmschen
4 Integralgleichung («) ist also in Frage gestellt, jene der Resolvente (y) aber
geradezu als unméglich erkannt.

\ - Die Reihen D, (:1 Z”‘) geniigen #hnlichen Integralgleichungen, wie
| 1 Uy
t D, (:). Man bekommt diese folgendermaBen. Entwickelt man in der Reihe

(9) alle Determinanten nach der ersten Horizontalreihe, so bekommt man

-D - o', ) f(o,8)D; (630‘3.“ )—]“(‘5231)1)3(:1';3”‘%)_

Sn

G,

_f(5531)D1(::::_'_':G:)_"'“‘f(ﬁ 50D, (2% 5) =1 [ D, (%1% 85,0
d. h. die Iutegralo'leichung
VRN 3 R o GO LRI CRAE Rt

53185 o

~ o) Dy (B2 ) ), Py e Pl i

In ganz amaloger Weise ergibt sich durch Entwicklung nach der ersten
Vertikalreihe die Gleichung

o D5 =i D0 N (8as — ) D (73T —

Sy g -

wf(alse)Dl(;’*j* e I f(m)D(‘*ﬁ*"'jz)—---—f(els)Da(“’“"_.si)'

ediara 8

Aus diesen Integralgleichungen kann man fiir den Fall, dafl D (4) = 0

ist, mit Fredholm leicht folgende Sitze nachweisen.
Bs sei unter den Reihen (9) fiir die Funddionen D (%), D(77)

8 st 7

D (%% ... die nie Funktion die erste, die miché identisch bei allen @, s
8y 84 .-+ 8y

verschwindet, d. h. es ses

Plemelj: Potentialtheoretische Untersunchungen. 3
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@) D% (a, Gy .—..sﬂ) 49;

8y 8y -8,

wiihrend alle vorangehenden D, (:1(;’;) identisch Null sind. Dann ist 1,

mindestens eine Nullstelle nter Ordnung fiir die Nennerfunktion D (i)
und es gelten die folgenden Theoreme:
1. Die homogene Integralgleichung

() () + 1, [@(O)/(05)20 = 0

hat genaw n linear unabhingige Losungen @,(s), ®y(s), ... D,(s), ebensoviele
linear unabhdingige Losungen W(s), Ty(s), ... ®,(s) hat die homogene .ad-
Jungierte’ Integralgleichung

(1) W(s) + o [f(56) ¥ (6)d6 — 0.
2. Die nichthomogene Integralgleichung
() 9(5) + 4 [9(6) £(65) 48 = w(s)

ist im allgemeinen nicht 1osbar, wohl aber dann wnd mur dann, wenn die ge-

gebene Funktion (s) die n Bedingungen f P(s) F,(5)ds =0, wo x=12...n,
erfiilt, wobei ¥, (s), By(s), ... ®,(s) die Lisungen der homogenen adjungicrten
Integralgleichung bedeuten.

Die Existenz der Losungen @,(s), @,(s),... @,(s) ergibt sich aus der

Gleichung (x,). Die rechts stehenden Funktionen D, (6’ o "'G") S0k o it

g b

nach der Annahme noch alle Null, wihrend links die nichtidentisch ver-

schwindende Funktion Dxn(:l :""‘;") steht. Setzt man hierin fiir s, den
SRR e

Buchstaben s ein, so sieht man, daB D, (:‘ :2"':”) als Funktion von s die
s

homogene Integralgleichung (u,) befriedigh Andere Losungen bekommt

man, wenn man nacheinander fir s,, $,...s, den Buchstaben s einsetat.

Wenn nun D, (:1 :’ L ":") =+ 0 ist, was durch geeignete Wahl der 6, und s,
B E,

erreichbar ist, so kann man die » erhaltenen Losungen noch durch

1)(6‘ a""a") = 4 dividieren. Man bekommt also » Losungen von (g,),

R
namlich
1 Balayns ey
¢1(s)=E'Dﬁ-«(gl s:...s,,)
1 NG e
(o) ¢2(5)=2'Dﬂ-a(s: ;s,)

‘pﬂ(s)*%‘pzo(di 6!...0'”)

by B
Die lineare Unabhingigkeit dieser Funktionen erkennt man sofort aus ihrer

Darstellung. Wie die Definition (n) von f (:: :2"';:) zeigh, verschwindet




Die INTEGRALGLEICEUNG FREDHOLMS. 35

diese Grofe, falls zwel der ¢ oder irgend zwei der s miteinander fiberein-
stimmen. Aus diesem Grunde verschwindet auch die Reihe (9) fir

6;065...6C - . . u
D,_( i ") , wenn zwei der 6, oder zwei der s, gleich werden. Beriick-

T 7
sichtigt man diese Tatsache, so sieht man aus (o) daB

fir s=8,: @ (5) =1, D(5)=0 D(s)= oo @ (3)=0

P a(sa) 0, (152(32) =1, 3(32) = 0 coe D(s) =0

o Gwmg 1(s) 0 Cbg(s 0, cD(s) O ces @R y=="]

wird. Infolge dieser Gleichung kann offenbar eine in s identische Relation
6 y(s) + esDa(s) +- -+ +6,D,(s) = 0
bei nicht durchwegs identisch verschwindenden konstanten €105
bestehen. W.z b. w.
Ebenso, wie wir bisher n linear unabhingige Losungen @,(s), @;(s),
. @,(s) der Integralgleichung (u,) aufgestellt haben, kinnten wir die
n linear unabhingigen Losungen der homogenen ,adjungierten® Integral-
gleichung (u,)

nicht

W.

T (o) + 4/f(06) T()d0—0
herschreiben. Diese wollen wir mit %#,(s), ¥,(s),... ¥,(s) bezeichnen.
Jede Losung @ (s) der homogenen Integralgleichung (u,)
‘ ®(s) + 4f @ (6)F () d6 = O
erweist sich nun als eine lineare Kombination der @,(s) mit konstanten
Koeffizienten. Dies erkennt man, wie folgt.

Die auf D (:‘ :ﬂ S ﬁ”) nichstfolgende Funktion — wir kdnnen sie mit
(aal Ggis iy
SR

) bezeichnen — befriedigt nach (x,) die Integralgleichung
0’0’1 Oyios 961 G5 o Ly,
> ﬂ)+1ff(ao)1)“% T)a6=fes) D(3an)—
—f(6s,) D ("1 - ) f(es;) D (6’ it )= —F(es) D (:: ‘:::")

und eine analoge aus (%) folgende. Dividiert man diese Gleichung durch
D (61"'6:) und schreibt abkiirzend '
C i

D (661 Gy...6, )

(m) ' F(o5) = ——2tn
L by

indem man § nur als Funktion von ¢ und s auffaBt, so bekommt man fir
& (6s) die Integralgleichung

(0)  (65) + 4ff(00) F (65)d6 — f(o5) —
1 (S) 'f(ﬁsl) — @, (3) 'f(‘fsz). e ‘n(s)g.*f(ssﬂ)?
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und darch ein analoges Verfahren auch die folgende

(o) (09 + 1/ T (c0)f (6)d0 — f(s3) —
— ()1 (618) — Ty(6) f(dp5) — - - - — (0)f(9,9),

— Integralgleichungen, die eine groBe Ahnlichkeit mit (1) und (p;) haben.
Die Funktionen @,(s) sind hier die oben angegebenen (0), sobald A =1,
gesetzt wird. Analoges gilt von den %,(6).

Die allgemeine Form der Losungen @ der homogenen Integralgleichung
(w,) ist jetzt leicht zu finden. Man multipliziere die ganze Gleichung (o,)*)
mit @ (6)d6 und integriere. Links ergibt sich fiir das Integral ohne weiteres
Null, man hat nur die Integrationsfolge umzukehren und die obige Gleichung (u,)
fir @(s) zu beriicksichtigen. Rechts bekommt man aber durch Berticksich-
tigung derselben G(leichung einen Ausdruck, aus dem folgt

(15(3) =0 @1(3) W+ CQ‘PS(S) ol cn@n(s)}
worin ¢;, ¢, --¢, Konstanten sind, die die Werte D(sy), D(sy),- - D(s,)
haben. Dies zeigt die behauptete lineare Darstellbarkeit der Losung @ (s).

Man kann nunmehr auch leicht die Losbarkeit der nichthomogenen
Integralgleichungen, =z B.

@) 9(s) + {f*ﬁ(ﬁ)f(@s) ds = %(s)

fiir den Fall des Verschwindens von D(1) untersuchen.

Die Bedingungen fir die Losbarkeit der nichthomogenen Gleichung (»)
ergeben sich folgendermaBen. Man multipliziere die Gleichung (») mit einer
Losung %,(s) und ds und integriere. Links ergibt sich, da die Bezeichnung
der Integrationsvariabeln gleichgiiltig ist, wegen (u,) die Null. Rechts be-

kommt ma.nfw(s) P, (s)ds, also

fqb(s) T, ()ds=0, =12, ...n
Dies sind die notwendigen Bedingungen sur Losbarkest. Man wird aber gleich
bemerken, daB die Losung nicht eindeutig bestimmt ist, da zu @(s) eine be-
Liebige lineare Kombination der @,(s), @, (s), ... @,(s) additiv hinzutreten
kann. Man bekommt die Lésung ¢(s), wenn man die Integralgleichung (»)
mit der oben definierten Funktion §(sv) mal ds multipliziert und integriert.
Beriicksichtigt man die Gleichung (o) fiir § (s, 6), so bekommt man nach

leichter Reduktion
9(s) = ¥(s) — Afw(0) §(65)d8,

wobel eine lineare Kombination der D,(s), ... @,(s) weggelassen werden

. konnte. In diesem Ausdruck haben wir also eine Losung, falls es eine solche

tiberhaupt gibt. DaB dies der Fall ist, zeigh der Nachweis, daB gerade der
erhaltene Ausdruck wirklich eine Losung bedeutet. Zu dem Zwecke sebzt
man diesen Ausdruck in die Gleichung fiir ¢(s)

9() = 9() + 4 [9(6)f(s5)do = 0

*) worin man sich 4 =i, zu denken hat.
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~ ein. Man bekommt fiir die linke Seite nach einer Umkehrung der Inte-

grationsfolge
—1f9(®) (F©05) —F(09) + 2/ 5(09) f(s5) da) do.
Die KlammergriBe hierin ist nach (p,) ein linearer Ausdruck von T, (0),
D9}, ... B.(0) )
Die Bedingungen J ¥(0) P,(0)d0 =0, wobei x—1,2,... n, sind also
awr Losbarkeit von (v) auch hinreichend.
Damit sind die angefiihrten Sitze Fredholms vollstindig bewiesen.

§ 17.

In der Potentialtheorie, wie bei den meisten Aufgaben der theoretischen
Physik, tritt die Integralgleichung in einer Form auf, daB die Lésung von

F(o) + 1. [ F(a0) F(05) 46 = £ (65)

als Funktion des Parameters A aufgefaBt, nur einfache Pole besitzt. Es 158t
sich in diesem Falle der Funktion F(gs) in der Umgebung eines Poles o
die Gestalt geben

@) Flos) =70+,

wo der weggelassene Teil eine regulire Potenzreihe nach i — 1, ist, P(os)
aber von A nicht abhiingt.

Setzt man F(¢s) in die Integralgleichungen (y), denen es geniigt, ein,
so bekommt man fir P(os) die beiden Integralgleichungen

P(o3) + 1y [ P(s0) £(65)d0 = 0

P(o5) + 7y [(50) P(85)d6 = 0.

Daraus folgt aber, daB P(ss) als Funktion von s der homogenen Integral-
gleichung

()

(1) D(s) + 1y [ B(6)(65) 46 = 0
und als Funktion von ¢ der adjungierten
() B(6) + 4 [F(66) B(6) 6 = 0

geniigt. Die Funktion P(¢s) ist somit eine lineare Kombination der Funk-
tionen @,(s). Wir konnen folglich setzen

(v) P(o5) = T () D, (5) + P, (0) D3(5) + - - - + W, (o) @,(5),

wobet die Koeffizienten der ®,(s) Funktionen von ¢ sind, die wie die zweite
der Integralgleichungen (v) zeigt, der Integralgleichung (u,) geniigen. Wir
konnen sie deshalb geradezu anstelle der fritheren W, (o) setzen, da sie, wie
wir sehen werden, linear unabhiéingig sind. Um dies zu erkennen, multipli-

zieren wir (y) mit — 1 %(s)ds und bekommen durch Integration, wegen (u,)




