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Der EinfluB von Randsingularitiiten
beim Ritzschen Verfahren
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Sollution Effects of the Ritz Method
Summary. Discussed is the Ritz-method for a Sturm-Liouville problem with one
singular boundary point. It is shown that the error locally admits the expansion
e %, 7, +0 (A%HY)

with » being the degree of the spline subspaces used. y, is a special solution of the
homogeneous differential equation. Depending on the data x, may be of order hl+¢
with &> 0 arbitrary small and x, cannot be eliminated by extrapolation.

0. Einfithrung

Von verschiedenen Autoren wurde der EinfluBl der Regularitit des Randes auf
die Konvergenz von Differenzen-Approximationen fiir elliptische Randwertpro-
bleme untersucht — vgl. z.B. Laasonen [18—20], Veidinger [30—32], Volkov [33]
und fiirr das entsprechende Eigenwertproblem Bramble-Hubbard (6], Forsythe
[15] und Reid-Walsh [28]. Im typischen Fall eines L-férmigen Gebietes ist der
Fehler der Lésung von der Ordnung 43 und der der Eigenwerte von 443, Dasselbe
Phinomen tritt bei der Methode der finiten Elemente auf, wie in Babuska [2] und
Oganesjan-Ruhovec [26] gezeigt wird. Der Vollstindigkeit halber seien die Arbeiten
Babuska [1], Babuska-Kellogg (3], Babuska-Rosenzweig [4] und Fix [14] genannt,
in denen verschiedene Modifikationen zur Verbesserung der Konvergenz der
Methode der finiten Elemente angegeben sind.

Eine gewisse Analogie besteht im Fall singuldrer Randwert-Probleme fiir ge-
wohnliche Differentialgleichungen. Im Hinblick auf Differenzen-Verfahren vgl.
dazu Bagmut [5], Jamet [16], Natterer {21, 22] und im Hinblick auf die Methoden
der finiten Elemente Ciarlet-Natterer-Varga (7], Crouzeix-Thomas [8] und Daily-
Pierce [9].

Es erscheint von besonderem Interesse, in welcher Weise der Rand oder eine
Singularitit die Approximation beeinfluBt, d.h. ob der EinfluB auf die unmittel-
bare Umgebung eines kritischen Punktes beschrinkt ist oder aber Auswirkungen in
dem gesamten Gebiet auftreten. In der vorliegenden Arbeit behandeln wir die
Frage fiir singulire Randwertprobleme

Ly=—(@py)+gy=f in(0,1),

y(0)=y(1)=0

* Die Arbeit entstand wihrend eines Gastaufenthalts am Mathematical Research
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mit dem Verhalten
p(x)~x®,  gx)my ™ (a,y>0)

bei x=0. Wie sich herausstellt, hat der Fehler ¢,=y—1, zwischen der exakten
Losung y und der Ritz-Approximation y, €S, das Verhalten

ey Ry Y3 +0 (k”H:':

die Approximations-Réume S, sind dabei Splines vom Grade #. y, ist eine Lésung
der homogenen Differentialgleichung Ly=0, welche die Randbedingung bei x=1
erfiillt. Im Abschnitt 5 wird gezeigt, daB im allgemeinen eine Elimination des Stér-
gliedes x,y, durch Extrapolation nicht méglich ist, welches, je nach Problem, z. B.
von der GroBenordnung #'** sein kann. Einige Zahlenbeispiele sind in Abschnitt 4
zusammengestellt.

Im Falle von Differentialoperatoren hdherer Ordnung oder Singularititen an
beiden Randpunkten ergibe sich entsprechend

N .
€ A ; # v +0 (B" ).

An anderer Stelle soll gezeigt werden, daB eine solche Darstellung des Fehlers auch
im Falle elliptischer Randwertprobleme in mehr als einer Dimension gilt.

Das wesentliche Hilfsmittel sind gewisse Approximations-Eigenschaften der
beniitzten finiten Elemente, d.h. der Teilrdume S,. Sie wurden erstmals in Nitsche
[23], Nitsche-Schatz [24, 25] eingefiihrt und bei der Untersuchung der lokalen
Konvergenz von Projektions-Methoden herangezogen. Hervorgehoben sei die
folgende Annahme:

Seiw eine fest gewihite C*-Funktion. Zujedem @ €S, existiert ein y €S, welches
die Funktion w ¢ gemaB

- lo p—xl=ch|g|
approximiert.

Diese Eigenschaft von Splines findet sich implizite bei Kammerer-Redelin[17]
und Schultz [29]. Es sei auch auf die neueren Arbeiten Descloux [10], Dupont-
Wabhlbin [11], Douglas-Dupont-Wahlbin [12], Douglas-Dupont-Wheeler [13] und
Rachford-Wheeler [27] hingewiesen.

1. Das Sturm-Liouville-Problem

Mit H,(I') werde der Sobolev-Raum der Funktionen mit quadratisch-integrier-
baren Ableitungen bis zur Ordnung % und mit

- {,.Z;“'k x! |2 dx}”“ "

die Norm in H,(I') bezeichnet. Im Falle I'=I:=(0, 1) schreiben wir auch |-|,. Die
Bedeutung von o= b4 » usw. ist wie iiblich,
Wir betrachten das Randwert-Problem

Ly=—0pyY+gy=f in I,

y(0)=y(1)=0 @
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bei den folgenden Voraussetzungen:
(i) #.9eC*(),
(iil) >0, g=0 in (0,1],
(iii) *x7*p(x), " *g¢(x) sind analytisch bei x=0 mit >0 und
lim x~*p (x) =1,
im a2 s
11__\1% " *g(x)=y>0.

Der Differential-Operator L ist bei 2=0 vom Fuchsschen Typ.
ra=(t—w)/2x |y +1—o)?/4 (4)

sind die Nullstellen der charakteristischen Gleichung, und es gibt zwei linear unab-
héngige Losungen von Ly=0 mit dem Verhalten y,a 2™ bei x=0. Wegen y >0
gilt 7,<<0<r;, d.h. abgesehen von einem Faktor gibt es genau eine bei x=0 ver-
schwindende Losung der homogenen Difterentialgleichung. Im folgenden sollen
Y1, ¥g zwei Funktionen sein gemaB

Ly,=Ly,=0 in I,

5
y1(0)=y:(1)=0, ©)
wobei die Normierung entsprechend

p (%) {¥1 32— 51 53} (%) =1 (©6)
gewihlt ist. Nahe x=0 gilt

o, x"(1 40 (x log %)) @)

mit geeigneten Konstanten ¢, ¢,.

Unter Heranziehung der Funktionen y; 140t sich die Losung des Problems (2)
durch

y=L-j=y,(x) ;yg(s)fdtmtx}j Y. fat ®)

darstellen. Die Ableitung 148t sich durch

1 1 x z
Iy (xJI=ézIyi(x)l"fy368!ﬁdt+2\y;(x)lsofyidsoif’dt ©)

abschitzen. Durch Vertauschen der Integrationsreihenfolgen erhalten wir

t 1 1 z
jfy”dxgzlff’dt{'!y;’(x};[y§(s)dsdx+!y;‘(x)g'y{(s)dsdx}. (10)

Wegen (7) und (4) ist der Faktor von f2 bei x =0 und damit in I beschrinkt, falls die
Bedingung

o< Min (1, 2y+1/2) (11)
erfiillt ist. In diesem Falle besitzt L-! als Abbildung von Hy=L,(I) in H, bzw. H i
eine beschriinkte Norm. Im allgemeinen ist L=1: Hy—H, unbeschrinkt, vgl. dazu
Lemma 4 unten.

20*
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Da x=0 die einzige singuliire Stelle ist, ergibt sich unmittelbar
Lemma 1. Sei I, CJ ein Intervall mit
d=dist (0, I,) >0. (12)
Aus feH,(I,) n Hy(I) folgt y=L~* feH, ,(I,) mit
1 ls+2-,= € (I a1, 1 Flo}- (13)
Die Konstante ¢ hingt nur von $, g und von d ab.
Im folgenden beniitzten wir die Bezeichnung (4€H y=L,([))

supp’(u)= U [x1], (14)
XESUPP ()
d.h. supp’ (%) ist das kleinste abgeschlossene Intervall [%, 1], so daB #(x)=0 fast
iiberall in (0, %) gilt.

Nun sei angenommen

d(f): =dist (0, supp’ (f)) > 0. (15)
Nach (8} ist dann fiir x¢supp’ (f)
vy ={[ et dt} 3, (0. (16
Gilt nun dariiber hinaus die Beziehung
Jr@ta=o, (17)

so verschwindet y(x) fiir solche Argumente. Das liefert
Lemma 2. Unter der Voraussetzung der Beziehung (17) gilt

supp’ (y) Csupp’ (f). (18)
Die Kombination der vorausgehenden Lemmata fiihrt zu

Lemma 3. Erfiillt die Funktion /€ H, () die Beziehungen (15) und (17), soliegt die

Lésung y=L-1fin H,(I) A H,,,(I) und es gilt
Iy beea=c b (19)

mit einer nur von $, ¢ und 4(f) abhingigen Konstanten ¢.

Die Regularitit von y bei x=0 soll nicht in Einzelheiten diskutiert werden.Wir
erwihnen nur

Lemma 4. Es bestehe die Beziehung (15) jedoch nicht (17). Dannliegt y==L-1f
in H, firr<<r;+1/2. Beir >»,+1/2gilt y¢H,.

Die Parameter «, y lassen sich gemiB (11) und 4 y< 346« wihlen. Dann ist
r14-1/2< 2. L-1ist dann als Abbildung von H, in H, nicht beschrinkt.

2. Ritz-Approximation, Spline-Riume

In Verbindung mit dem Ritzschen Verfahren fiir das Randwertproblem (2)
spielt die Bilinearform

a(u, ‘u)=}f(pu’v'—l-guv) dx (20)
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die zentrale Rolle. Da a(.,.) positiv und symmetrisch in C% ist, wird durch
| = a (2, u)1/2 (21)

eine Norm definiert. Wir bezeichnen mit H’ die AbschlieBung von C¥ beziiglich
dieser Norm. Dann gilt

Lemma 5. H 1 ist stetig in H' eingebettet.
Zum Beweis haben wir die Existenz einer Konstanten ¢ zu zeigen, mit der gilt

lu|=clu), fir wueH,. (22)

Das Glied {f p «'2}!/2 14Bt sich durch [u|, abschitzen, da p beschrinkt ist. Bei
u€H,, ist

| (x) 2=

x
Jwdt
0

2 x

<zxfutdt (23)
1]

und daher

1
Jquwtdx< fu?dt [ xq(x)dx. (24)
I I t

Wegen der Voraussetzung (iii) von §1 ist der Faktor von %% in der letzten Un-
gleichung rechts beschrankt, so daB sich auch das zweite Glied in der -Norm durch
die 1-Norm abschétzen ldft.

Fiir spitere Zwecke stellen wir noch eine Beziehung bereit, deren Beweis offen-
sichtlich ist.
Lemma 6. Es sei I" CJ mit
d=dist (0,I') >0. (25)
Dann existiert eine nur von p, ¢ und 4 abhingige Konstante ¢ derart, daB fiir alle
ueH' gilt
luly. p<clu] fir wueH". (26)
Jetzt sei S, ein endlich-dimensionaler Unterraum von H 1 oder zumindest von
H', Die Ritz-Naherung y,=R, y €5, der Losung y von (2) ist die beste Approxima-
tion von y durch Elemente von S, in bezug auf die Norm in H':
ly =3l = inf |y —x]". (27)
XESH
¥y ist auch durch
a(ynx)=(fz) Hr €S, (28)

charakterisiert, d.h. 1Bt sich aus , ¢ und f allein berechnen. Wegen (f, ) =a(y, )
konnen wir auch die Beziehung

a(y—y,x)=0 fir xeS, (29)
als Definition von y, €S, verwenden.

Die sich ergebenden Fehlerabschiatzungen hingen wesentlich von den Approxi-
mations-Eigenschaften der bentitzten Teilrdume ab. Wir wollen hier die folgende
Annahme machen:

Fiir jedes 2€(0, 1) seien

(i) eine endliche Menge §, von offenen, in I enthaltenen Mengen,
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(ii) ein endlich-dimensionaler Teilraum S, C H 1 NH,
gegeben, die die noch folgenden vier Bedingungen erfiillen. Dabei bedeute # eine
natiirliche Zahl und ¢,, ¢,, ¢, ¢3, ¢g numerische Konstanten.
Eigenschaft 1. Zu jedem I’ C I existiert ein J &3, mit dist (I’, J)<c, A.
Eigenschaft 2. Fiir jedes J€3, und y€S, bestehen inverse Abschitzungen der
Gestalt
J‘xl‘k+1.]é(«'§ ht Hx!fi'f (k-—" Q, 1, ai ﬂ—1}.

Eigenschaft 3. Jedes ue f}, N H,, mit m<n+1 liBt sich durch ein x €S, mit

dist (supp («), supp (x)) <S¢k
gemiB
le—hsdimHul,  (@sk<m)
approximieren.
Eigenschaft 4. Es sei w eine feste C®-Funktion mit Jy=supp(w), und I, ent-
halte I, echt. Die Funktion w y mit y €S, laBt sich durch eine Funktion @€S, mit

supp (¢) 1, gemiB
lo x—pl<seah™ My s,
approximieren.

3. Fehleranalyse
Erste Fehlerschranken ergeben sich mit Hilfe der Lemma 5 und 6:

Satz 1. Die Losung v des Randwertproblems (2) liege in H N H, mitm<=n-+1,
und y;, sei die zugehdrige Ritz-Approximation. Dann gilt

ly=al <"yl (30)
und in jedem Intervall I, mit d=dist (0, I;) >0

ly—2ih-r,.=c 2™ |y)l- (31)

Im Hinblick auf Lemma 4 kann der Index m selbst fiir glatte Funktionen f
klein sein, d.h. die Aussage des Satzes scheint schwach zu sein. Wie aber schon in
der Einleitung hervorgehoben, beeinflut die Singularitit bei x=0 die Konvergenz-
geschwindigkeit global und ebenso lokal.

Um das Verhalten des Fehlers e=y—y, in einem Intervall I, < <l zu unter-
suchen, werden wir eine Abschneide-Funktion @, d.h. w€C¥ (I), heranziehen und
dann #=w e in ganz I betrachten. Mit einem zweiten Intervall I, entsprechend
I, ¢, <] VBt sichw gemdB 0= w(¥)<1inJ und

_J1 fur xel,
o8 =lo dm seill, (32)

wihlen; wir sprechen dann von einer Abschneide-Funktion in bezug auf I,, I,. Da
wir ein Storglied proportional zu y, — siehe (5) — erwarten, betrachten wir neben
e, € parallel

~

E,=e—uy, E,=wE, (ucR). (33)
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Die Zahl %= (¢) € R seiso definiert, daB o E,, | minimal wird:

[EJ=int |E,]. (34)
Es ergibt sich
x={[ w?y,c}/{f w®y3}. (35)
Nach Definition berechnet sich » mit Hilfe einer Abschneide-Funktion e, von der »
jedoch ,,nahezu’’ unabhingig ist:

Lemma 7. Es seien w,(i=1, 2) zwei Abschneide-Funktionen in bezug auf I{,
I und x, die entsprechenden GroBen (35). Dann gilt

PR 56
mit einer Konstanten ¢, die nur von g, g und I{), I§ abhingt.
Mit ¢;= [ w?y} gilt %,=¢;* [ w? y,¢ und daher
01Ca (21— %) = [ €(Cp ] — ¢, @3) Y. (37)

Die Funktion F= (c, w}—c, @}) y, erfiillt die Bedingungen (15) und (17). Daher ist
nach Lemma 3 die durch

Lw=F in I, .
w(0)=w(1)=0 G8)
definierte Funktion w beliebig oft differenzierbar. Nun kénnen wir umformen
¢y Ca(#y—2p)= [ e Lw=al(e, w)
12\l 2 ( 3 9)

=“(5»w_x}’
wobei y€5, wegen (29) beliebig gewédhlt werden kann. Danach kénnen wir ab-
schitzen
|y —xy e ci e] inf Jw—pg]. (40)
x€Sh

Da ¢, ¢y nach unten beschrinkt sind, erhalten wir nach Heranziehung von (22) mit
Hilfe der Approximations-Eigenschaft 3 die behauptete Abschitzung (36).

Unser Ziel ist die Abschitzung von E in einem Intervall 1, ¢ (J. Der wesentliche
Schritt ist eine Rekursionsbeziehung:

Lemma 8. Esseien I,, I, zwei Intervalle gemaB I, ¢ <I, CI. WeiterseiyeH,, (I,)
mit m<mn+1 vorausgesetzt. Der durch (33), (34) definierte ,korrigierte' Fehler E
erfiillt die Ungleichung

|Eh-r,=ch|Eh.,Ae k™ {5 s, Hel - (41)

Die Konstante ¢ hingt nur von I,, I, und den Daten, d.h. $, g ab.

Wegen Lemma 7 haben wir eine gewisse Freiheit in der Wahl von «. Wir wéhlen
zwei weitere Intervalle I', I'* gemaB I, < (I’ C <l < <l, und verwenden eine Ab-
schneide-Funktion in bezug auf I,, I'. Es gilt mit E=w E

1Ehr,SIEh.r=clEY. (42)
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Nun beniitzen wir unter Verwenden des Ritz-Operators R, die Aufspaltung
E=wE=(I—R)E+R,E

(43)
=(—Ry) {o(y—xy)}—I—R) {o 3} +R,E.
und schitzen die 3 Terme rechts getrennt ab. Zunichst gilt
l%l <clelo.r=clef (44)
und daher mit yeH,,(I;) wegen y,€C*(I), d.h. w (y—x y,) €H,,, ()
oo (v —2 y2) I = (| -1, He)- (45)
Der Satz 1 liefert
II—R,) {o(y—% 32} <c B (|3 |1, Hel)- (46)

Um fiir das 2. Glied in (43) eine Schranke zu finden, ziehen wir Eigenschaft 4 heran.
Fir hinreichend kleine 4 14Bt sich ein y €S, mit supp (x) I’ so finden, daB gilt

lo ya—xli=c 4" | yilln-r- (47)
Daher finden wir

[(I—Ry) {o y4}|' = inf [ y,— o]
PESH
<c inf o y,— gl (48)
PESH
=ch” ||_‘v';. HN'I" .

Nun sei das Gebiet Jeg¥, gemidB I CJ < (I, gewiihlt, was fiir kleine & moglich ist.
AuBerdem sei Y, €S, eine geeignete Approximation an y—x y,. Unter Beriick-
sichtigung der inversen Abschitzungen erhalten wir

Ll VA e A
2 [ (49)
= ) 1 M e A M )

Das erste Glied rechts 148t sich gemiB
[Yal-1- s S|y —2% Yals- s HYa— 5+ % Yam—1.s
S(+ch) |y—=yalms (50)
=c(|yhmr+el)

abschitzen. Da y,—Y, in S, liegt, liBt sich fiir das zweite Glied weiter die Un-
gleichungs-Folge gewinnen

Ry —Yilwory S b [p—Yahs
sch{ly—=ye— b s Hy—%2.—%h s} 1)
Sch|E .1, AcH" |y |m1, +e])-
SchlieBlich ist das letzte Glied R, E in (43) zu betrachten. Wegen R, E €S, gilt

IR, E =sup {a (R, E, 1) €S, A [z [ =1}. (52)
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Mit der den Ritz Operator R, definierenden Beziehung (29) erhalten wir
a(RyE,z)=a(E, ). (53)
Der Faktor w in E =w E 148t sich auf # hiniiberwilzen gemif
a(E,g)=alwE,y)
=a(E, )+ [E{po’ y'+(pa' )’}

Zunichst betrachten wir das erste Glied rechts. Zu w  gibt es ein approximierendes
Element ¢ mit supp ()" und — siehe (49) —

(54)

lox—wh=chlgh.-=chlxl. (55)
Wegen (29) kénnen wir schreiben

a(E,wy)=a(E, 0 x—p)—xa(y, ¢). (56)

Wesentlich ist nun, daB der letzte Summand verschwindet, denn es gilt

Lemma 9. Fiir jedes ue H, mit 0¢7 w=supp(#) und der durch (5) definierten
Funktion y, gilt

a(u, y5)=0. (57)
Der Beweis ist wegen a(u, y,)=p 4 ys|5;,+ [ # Ly, offensichtlich. Unter Aus-
nutzung der Eigenschaften von g gelangen wir von (56) zu
|2(E, ) |<c|Els.r oo g— plh-re
sch|yl |Eh.1.

Nunmehr wenden wir uns dem zweiten Summanden in (54) zu. Nach Konstruktion
— vgl. (33), (35) —silt

(58)

[ Ew?y,=0. (59)

Daher konnen wir fiir diesen Summanden mit g:=p o’ ¥’ +(p @’ )’ und einem
beliebigen v € R schreiben

JEg=[E(g—vwty,). (60)
Den Parameter » wihlen wir gemaf
[ (e—vw?y,) y,=0. (61)

Dann erfiillt G:=g—v w?y, die Bedingungen (15) und (17). Indem wir wieder eine
durch

Lw=G in [
(62)
w(0)=w(1)=0

definierte Hilfsfunktion w heranzichen, konnen wir schreiben

[Eg= [ EG=a(E,w). (63)

Wegen 0¢supp(w) — vgl. Lemma 2 — ist die partielle Integration korrekt. Ahn-
lich zu oben — vgl. (56) — (58) — gilt mit beliebigem @€S, bei 0¢supp (p)

[ Eg=a(E,u—g). (64)
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Nach Lemma 1 bis 3 und der Struktur von G wissen wir einerseits weH, und
Jelo=<c|G]. Da |»| durch ¢|g| und ||g| seinerseits durch ¢ |y|.r=c x| abge-
schitzt werden kann, gilt also

lele=clx|. (65)

Andererseits verschwindet w (%) fiir x¢supp’ (G)Csupp’ (@), d.h. in ] =TI —supp’ (w).
Rechts von supp (), d.h. in I =supp’ (w)—supp (w), verschwindet G und w ist
beliebig oft differenzierbar, insbesondere gilt mit geeigneten Konstanten

lolnr<clGl=clxl-
Wegen supp (w) {I' gilt daher zusammengefaBt
l@ln-r-r=c]zl- (66)
Nun sei g, d€C® eine Zerlegung der Eins in bezug auf I, I —1’, d.h. es gelte
e+o=1 in I,
” ; (67)
supp (@)<I”,  supp(a)CT—1I'.

Wir kiirzen ab w,=¢ w, w,=0 w. Dann sind die Triger von w, bzw. w, in I" bzw.
I—I' enthalten. Aus (65), (66) folgt unmittelbar

legls ezl !
lwalm<clxl-
Diese zwei Funktionen lassen sich durch ¢,, ¢,€5, gemiB
lee—@eli=ch|xl
e e"l ( 69)

lg—@oli=<ca™ x|’

approximieren. Bei hinreichend kleinem % 14Bt sich dariiber hinaus supp(g,) I,
und supp (@,) I’ mit I CI—1I, und 0¢1” erreichen. Bei der Wahl von I’ ist nur zu
beachten, daB supp (w,) <supp’(w) N supp (o) Csupp’{w) N (I—I’) und 0¢supp’
(w) gilt. Wird g = @,+¢, in (64) eingesetzt, so konnen wir abschitzen

| JEg|sc|Ehr,|we—pohtcl|EL 7 [wo—gal

- m— | # 70
SohlEh s, bl +e i B L k. o
Mit (44) erhalten wir
IEk-7<leh-p +1#| |ysh- 7 =clelf (71)
und daher fiir das zweite Glied in (54)
| JE{po' '+ (b0 2)} e {hIEho,+5" el } - (72)
Zusammen mit (58) gelangen wir so — vgl. (52) —(54) — zu
IRVE] < ¢ h|Efy.s,+c 5™ e]. (73)

Nun miissen wir nur noch die Abschdtzungen (46), (48)—(51) und (73) fiir die
Glieder auf der rechten Seite von (43) heranziehen, um die behauptete Beziehung
(41) von Lemma 8 zu erhalten.
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Aus dem vorangehenden Lemma folgt leicht der

Satz 2. Es seien I,, I, zwei Intervalle mit 7, C <J,<J und es gelte yeH,, (I,)
mit m=<#n+41. Fiir die durch (34) definierte Korrektion E des Fehlers e=y—y,
des Ritzschen Verfahrens gilt die Abschiitzung

VD r= e A" (5 2, +lel)- (74)

Zum Beweis setzen wir I°: = I,, I"~': =1, und wihlen m—2 weitere Inter-
valle I” gema8 I” ¢ <I"*! fiir v=0, ..., m—2. Wird nun die Abschitzung (44) suk-
zessiv fiir die Intervalle I, I**! anstelle von I,, I, angewendet, so ergibt sich un-
mittelbar (74).

Mit Hilfe eines Dualititsargumentes konnen wir eine verbesserte Fehlerab-
schidtzung von E in der Norm von H=L,(I) herleiten:

Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 gilt

[Elo-1,< ¢ K™ (1 -1, +-le])- (75)

Zum Beweis verwenden wir zwei weitere Intervalle I’, I’ und eine Abschneide-
Funktion @ wie beim Beweis von Lemma 8. Dann gilt zunéchst

IER., = JoE[S

Wegen der Konstruktion von E erfiillt die Funktion F=w?E die Bedingungen
(15) und (17). w sei nun durch

Lw=F:=w*E in I,
w(0)=w(1)=0 @)

definiert. Ahnlich zu oben ist w=0in I =1 —supp’ (w) und weC™ in [ =supp’ (w)
—supp (w) und daher weH, n C* (I —I"") mit

lwl.<c|F|.

fwlnss-1-r-=c|F].

Nun werde I’ so gewihlt, daB supp’ (@) C ¢’ und 041" erfiillt wird. Mit Hilfe einer
Zerlegung analog wie bei (67), (68) 14Bt sich die Existenz eines Elementes y €S, mit
supp(x) < I zeigen, welches die Funktion w gemif

[e—zh-r,sckIF),

(78)

- (79)
Jo—zh.» <ci™|F|
approximiert. Vermoge Lemma 9 erhalten wir mit diesem y
|wE[P = (E, Lw)
=a(E,w)=a(E,w—y) (80)

< c{h|El.s,+#" |Elp.s}|F].
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Wegen | F|=|w? E||< |w E| folgt daraus
o E|<ch|Ep+c A | Bz &)
Nun ziehen wir die Ungleichungen (44), (76) und Lemma 6 heran, was uns zu
|Elo-r,=ch|E]y.1,4-c h™ [eff (82)

fithrt. Die Ungleichung (75) von Satz 3 folgt aus (82) und (74), wenn noch eine
JIteration’ in bezug auf die Intervalle dazwischen geschaltet wird.

4. Numerische Beispiele

In den nachfolgend beschriebenen Beispielen haben wir

p(0)=2% q(x)=y*"

verwendet. Die Approximationsrdume sind lineare Splines, d.h. Polygonziige, in
bezug auf ein dquidistantes Gitter. N gibt die Anzahl der Teilintervalle an und
h=1/N ist die Gitterbreite. Die rechte Seite f der Differentialgleichung wurde so
gewdhit, dafl sich

y=x"—x (r>0)

als Losung des Randwertproblems ergibt. Bei allen Berechnungen wurde eine Ab-
schneidefunktion @ beniitzt, welche fiir x=0, 3 verschwindet und fiir x=0,5
den Wert 1 hat. Die Spalten g,, gz in den folgenden Tabellen geben ,,geschitzte*’
Konvergenzgeschwindigkeiten wieder: Wir erwarten ein asymptotisches Verhalten
wie

o ef=[w e = o ex|~ e =c N

Indem wir zwei verschiedene N, z.B. N;=N und N,=2 N heranziehen, kénnen
wir p gemiB

e=e.~(In | ey|—Infw e, y[)/In 2
schitzen.
Die Rechnungen wurden auf der UNIVAC 1140 der University of Wisconsin,
Madison, und auf der UNIVAC 1106/II der Universitit Freiburg durchgefiihrt,
wobei ein Algol- bzw. Simula-Programm mit einfacher Genauigkeit benutzt
wurde, Dabei ist nur eine Genauigkeit bis &~ 10-® erreichbar, vgl. z.B. die letzten
Werte in Tabelle 3.

Lineare Splines erfiillen die Bedingungen 1 bis 4 von Paragraph 2. In allen drei
Beispielen zeigt |w E, | eine Konvergenzgeschwindigkeit 2 im Einklang mit Satz 3.
Die Konvergenzgeschwindigkeit von |w ;| hingt von «, y und vom Verhalten der
Losung bei x=0 ab, was auBerhalb des Trigers von w liegt. Diese kann 2 oder
kleiner als 2 sein. Das Beispiel 3 zeigt noch einen weiteren Effekt. Selbst bei dem
Verhalten wie 42 von |w ¢,[ kann diese FehlergréBe betrichtlich iiber |w E, | liegen,
d.h. unabhingig von der Konvergenzgeschwindigkeit kann das Glied #, y, in der
Fehlerdarstellung

ey=x, Y2+ E,
dominieren.
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Tabelle 1. «=0,75, ¥=0,126, r=0,2

N * flo e} o JoE] ox
5 1,78& —1 3,63&—2 6,478 —4
0,51 2,07
10 1,256 —1 2,548 —2 1,54& —4
0,48 2,13
20 8,98&—2 1,83&—2 3,52&—5
0,46 2,02
40 6,51&—2 1,32&—2 8,70&—6
0,46 1,82
80 4,748 —2 9,64&—3 2,47&—6

Tabelle 2. «=0,75, p=0,126, r=1,8

N % o el o, leEf o5
5 —1,93&—2 4,61& —3 2,42& —3
2,00 1,92
10 —4,71& —3 1,15&—3 6,40& —4
1,95 2,00
20 —-1,23& —3 2,98& —4 1,60& —4
1,95 1,96
40 —3,18& —4 7.68& —5 4,128 —5
1,86 1,85
80 —8.778—5 2,12&—5 1,14&—5

Tabelle 3. «=0,5 y=35 =03

N * fleo ef] 0. e E| e
5 —9,45& —3 1,39&—2 5,08& —4

2,36 2,14
10 —1,83&—3 2,70& —3 1,15& —4

887 1,86
20 —3,80& —4 5,61& —4 3,17&—5

2,18 1,87
40 —8,36& —5 1,24& —4 8,68&—6

1,85
80 —2,26& — 5 3,43&—5 8,08&—6

5. Die Frage der Konvergenz-Verbesserung
Die Beispiele legen den Ansatz
ey c 0 ()

fiir das lokale Verhalten des Fehlers nahe. Mit Hilfe dreier Approximationen, z. B,
mit h,=h, h,=2 h und hy=4 k, ist eine Schitzung von ¢ und 4 moglich. Durch
geeignete Linearkombination

r=ay+byapteVan

Frd =0T

wire dann

zu erwarten.
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Tabelle 4. «=0,75, y=0,126, r=0,2

N o e 2 e Z1ocl 0 fioc |l &gtob] @ Sglob
1,83& —2 4,05& —3 3,95&—3
0,46 1,53 1,62
40 1,32&—2 1,40&—3 1,286 —3
0,46 1,51 1,49
80 9,64& —3 4,90& —4 4,57& —4

An Hand eines speziellen Beispiels wollen wir zeigen, daB ein solcher Extra-
polationsprozeB keine Verbesserung zu bringen braucht. Die approximierenden
Teilriume seien polynomiale Spline-Rdume vom Grade # in bezug auf eine
dquidistante Unterteilung mit Null-Randwerten. Fiir die rechte Seite der Diffe-
rentialgleichung machen wir den Ansatz

; Sa,(xh)y fir 0<z<h,
=40

0 fir Ax<1

und wihlen die @, — nicht identisch 0 — gemiB
B - i
H I i . R Y i =
Jx fdx=h Zﬂ P a,=0 fir p=1,...,n
Wir bemerken, daB die ¢, unabhingig von % sind. Esist mit dem charakteristischen
Exponent r;, — vgl. (4) —

* L
L — phtl _______1
J.x'fdxv-h e )
1= jitlg
mit B 40 falls —7, keine natfirliche Zahl ist.
Die Wahl der @, garantiert
(hx)=0 fir xeS,,

und das ist gleichermaBen richtig fiir die Elemente von S,, und S;;. Damit ver-
schwinden die Ritz-Ndherungen ¥y, ¥a;, 45 identisch. Andererseits ist fiir x > 4

]
Y@ =y2(x) [ 1 3:(x) dx
~ ey BT gy ()

oder indem wir f einfiihren
e(x) o BHFHf]- yo(x).
Wegen (4) gilt
ri=r+i=1—«2+ |y+{1—a)¥4.
Selbst bei Bestehen der Beziehung (11) fiir «, ¢ kann » beliebig nahe an 1 kommen
und zwar unabhédngig vom Grad der beniitzten Splines.
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Obwohl nun eine Extrapolation kein besseres Ergebnis gewihrleistet, mag sie

in praktischen Fillen von Nutzen sein. Dies sei mit Tabelle 4 illustriert, der die
gleichen Parameter «, y,  wie in Tabelle 1 zugrunde liegen. In der oben skizzierten
Art haben wir ¢ und 4 geschitzt, und zwar lokal wie auch global. Die sich nach der
Extrapolation ergebenden Fehler &, und €gob zeigen hinsichtlich der GréBen-
ordnung und der Konvergenzgeschwindigkeit Verbesserungen.
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